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"Capitol introductiv 


În anul I au fost studiate anumite tipuri de sisteme de. ecuații liniare (sis- 
teme de două ecuaţii cu două necunoscute și sisteme de trei ecuaţii cu trei necu- 
noscute). 

În manualul de fatä va îi examinată problema generală a rezolvării siste- 
melor de n ecuaţii liniare cu m necunoscute (n şi m numere naturale arbitrare). 

În tot ce urmează vor îi considerate doar ecuaţii (liniare) ai căror coeficienţi 
sînt numere reale. Neexistind deci nici o primejdie de echivoc, vom spune in 
general, pentru prescurtare, număr în loc de număr real. 

1. Convenim să scriem un sistem de n ecuaţii liniare cu m necunoscute sub 
forma: 


guf + Gola F o + Gm t = di, 
Costi + do + -e + dam Tm = Da, (1) 


aut + Gaata + D + Damm = ba. 


Observaţie. a, se citegte a unu unu și nu a unsprezece, a, se citeşte a 
unu doi s.a.m.d. 

Scrierea sub forma (1) a unui sistem de n ecuaţii liniare cu m necunoscute se 
întemeiază pe următoarele convenţii: 

— necunoscutele sistemului se notează cu Ti, Ta, ..., Za; 

— ecuaţiile sistemului se consideră numerotate în ordinea în care sint scrise 
(ecuaţia 1, ecuaţia 2, ..., ecuaţia n); 

— coeficienții necunoscutelor sistemului se notează înzestrind litera a la 
dreapta — jos cu doi indici, astfel încît primul indice coincide cu numărul de 
ordine al ecuaţiei în care figurează respectivul coeficient, iar al doilea coincide 
cu indicele necunoscutei prevăzute cu respectivul coeficient; 

— termenii liberi ai ecuaţiilor sistemului (pe scurt: a liberi ai siste- 
mului) se scriu în fiecare ecuaţie la dreapta semnului =, iar pentru notarea lor 
se înzestrează litera b la dreapta — jos cu un indice care coincide cu numărul de 
ordine al ecuaţiei corespunzătoare, 


Ezemplu 
Fie sistemul de trei ecuaţii liniare cu patru necunosente: 
Za = n- Dat g= 1; 
atn — 52, = S 7, 
— a - 92, . - 0. 


Avem: 


Qc 2, 0j, se — 1, gu — 5, ous 14 bs 1 
9n — A an= 1, gen = 0, gau = — 5, b= — 7; 
ag, — — 1, do = 0, Gu = — 3, gau ze 0, b= 0. 


Despre un sistem de n ecuaţii liniare cu m necunoscute scris sub forma (1) 
se spune cá este scris in forma normală. 


Cind n si m sînt precizali, sistemul se poate serio în formă normală intr-un mod mai 
simplu notind necunosculele cp z, y, z, ..., iar coeficienţii ecuaţiei 1 cu a,, d, ... ai ecuaţiei 2 
cu ge, ba... ş.a.m.d, Astfel, de exemplu, un sistem de trei ecuaţii liniare cu patru necunoscute 
poale fi scris: 

` aT + biy + cz + due, 
aT + bay + cz + dau = es, 
432 + byy Leet dap = eg. 


Uneori, pentru a desemna un sistem de ecuații liniare vom utiliza majusoula 
cursivă Y din alfabetul latin, înzestrată, eventual, cu accente sau indici (ó", 
ó^, 0.01 dd). 

Un sistem de ecuaţii ai cărui termeni liberi sint toţi egali cu zero se numeşte 
omogen. 

Definiția 1. Se numeşte soluție a sistemului (1) o grupă ordonată de m nu- 
mere (pe scurt: un m-uplu de numere) (5,, Čs, ..., Em) astfel încît înlocuind in 
sistem Tı, Za, —— Za respectiv cu Ey, Ez, ..., Ém, fiecare dintre ecuațiile sistemului 
este verificată. 

Uneori, soluția (5, Ez, ..., Em) se serie mai explicit sub forma: 

Tı = En Tg = En, zeen Tm = Em 

Dacă (E,, E Em) este soluție a sistemului (1), se mai spune cá m-uplul 
(En Ens — Em) verifică sistemul. 

'' Fiind dat un sistem de ecuaţii liniare, în loc de a determina soluția (soluțiile) 
sistemului, se spune, pe scurt, a rezolva sistemul. 

Definiția 2. Două soluţii ale sistemului (1), (Ej, Ea, +. Em), (Ea E» -s Em) 
se numesc distincte dacă există cel puţin un indice k, 1<k<m, astfel incit 
E 4-8. E 

„Definiţia 3. Un sistem de ecuaţii liniare se numește compatibil dacă are cel 
puţin o soluţie. 

Definiţia 4. Un sistem de ecuaţii liniare se numește compatibil determinat (sau 


sistem cu soluţie unică) dacă este compatibil, dar nu are cel puţin două soluţii 
distincte. 


Definiţia 5. Un sistern de ecuaţii liniare se numește compatibil nedeterminat 
dacă are cel puţin două soluţii distincte. 

Definiţia 6. Un sistem de ecuaţii liniare se numeşte incompatibil (sau impo- 
sibil) dacă nu are nici o soluție. 
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Exemple 
4°) Sistemul 


22, === 3%, = 5 
T+ m=1 
este compatibil determinat; într-adevăr, d^ da prin una din metodole ele. 
mentare cunoscute, se obține soluția unică: | — 5): 
2°) Sistemul 
22, — 3a, = 5 
2 5 
q ang 


este compatibil nedeterminat; într-adevăr, observind că prin înmulțirea cu 3 a 

ecuaţiei a doua se obţine ecuaţia întii, rezultă, utilizind procedeul cunoscut din 

anul I, că sistemul are o infinitate de soluţii (două cite două distincte): 

5+ 31 
2 


- d unde A parcurge R. 


3°) Sistemul 
22, — 32, = 5 
| —22, + 32, = —1 


este incompatibil, deoarece, oricare ar fi perechea (£,, &,) de numere, nu e posibil 
să avem 25, — 35, = 5 şi 25, — 3E, = 1. 


Se pune problema de a elabora procedee care să permită să se stabilească dàcá 
un sistem dat de ecuaţii liniare este compatibil sau nu si de a formula reguli cit mai 
generale, dar $i cit mai simple, pentru determinarea soluției (soluţiilor ) sistemului 
în cazul în care acesta este compatibil. 


În ordine istorică, plecind tocmai de la această problemă, au fost definite 
o serie de noţiuni (de exemplu, noţiunea de determinant şi noţiunea de matrice), 
care ulterior s-au dovedit deosebit de utile în numeroase domenii ale ma- 
tematicii. 


2. Pentru a pregăti întrucitva tratarea generală a problemei menţionate, 
vom expune mai întii o regulă foarte simplă, destinată determinării soluţiei 
unui sistem compatibil determinat de două ecuaţii liniare cu două necunoscute 
(urmind ca, ulterior, în $ 5, să arătăm că această regulă poate îi extinsă la sis- 
teme compatibile determinate de n ecuaţii liniare cu n necunoscute). 

Fie sistemul de ecuații liniare: 


(3) | 03121 + Gota = by 
dati + 422, = ba 
Se ştie că acest sistem se poate rezolva utilizind, de exemplu, metoda redu- 


cerii: inmulfim prima ecuaţie cu asa şi a doua cu — us, și adunám membru cu 
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membru cele două ecuaţii rezultate; apoi înmulțim prima ecuație cu —a,, și a 
doua cu du, gi adunăm membru cu membru cele două ecuaţii rezultate. Obtinem: 
(4,1% — 415051) 2, = 5,05» — boz 
(411059 — Gisttalte = 0504, — 5125. 
Dacă aia — 432491 Æ 0, se obține soluţia unică a sistemului d: 


bita — bea 


ba = b da 
2%, = alıı Un. (1) 
041029 — Geo 11022 — Aus 


t = 


Vom adopta o convenție de nolafie care ne va permite scrierea soluției sis- 
temului & in funcţie de coeficienţii gi termenii liberi ai sistemului, după o regulă 
extrem de simplă. 

Fie a, b, c, d patru numere. Convenim să scriem numărul ad — be sub forma 
unui anumit tablou pätratic, delimitat la stinga si la dreapta de cite o bară verti- 


cală, si anume: 
la b 
ad — be = e, sal 
În tabloul din membrul drept al egalității anterioare, sistemele de numere 
a b şi c d poartă numele de linii (intti, respectiv a doua), iar sistemele de numere 
a € şi b d poartă numele de coloane (întii, respectiv a doua).. 


¡a bi S 
Numárul Pp" i se numește determinant de ordinul doi, si regula cal- 


culării sale se degajă din egalitatea de definiţie: 


ee 
E c al” = GO — be, 
Exemple 
a) | Ara 
2 5 i 
4 A l 
2) 2 |=(-2.3-(-92.2=-345=2 
|-2 al E 


Revenind la sistemul $, se observă că, utilizind determinanti de ordinul doi, 
soluţia sa se scrie: 


| b, 019 Ay A 
_ lb Das Zei ba 
qe GC ER es (1*) 
San Qui ian An | 
E i | da ag | | Zei Am 


Ay 


. 12 S e e T . . 
Determinantul | format cu coeficienţii sistemului $ se nu- 


et dei 
meste determinantul sistemului $. 

‘Tinind seama gi de cunoștințele dobindite in Sen I, rezultă: condiția necesară 
şi suficientă ca sistemul S să fie compatibil determinat este ca determinantul siste- 
mului să fie diferit de zero. 
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Notind eu (5,, E2) soluţia sistemului $ care a fost obţinută, rezultă: 

a).numitorii lui E, gi E, sînt egali între ei, gi anume egali cu determinantul 
sistemului $; 

b) numărătorii lui £, si 5, sint determinantii care se obţin înlocuind in deter- 
minantul sistemului coloana formată din coeficienţii necunoscutei Zu, respectiv 
T» cu coloana formată din termenii liberi ai ecuaţiilor corespunzătoare. 

Procedura de scriere a soluţiei sistemului $ sub forma (1*) poartă numele 
de regula lui Cramer. 


Observaţie. -Dacă, eventual, termenii liberi ai unui sistem compatibil 
determinat de două ecuaţii liniare cu două necunoscute figurează în membrul 
sting al ecuaţiilor sistemului, atunci, înainte de a scrie soluţia sistemului sub forma 
(1*), termenii liberi trebuie trecuţi în membrul drept. 


Exemple - 
4°) Să se rezolve sistemul: 
- d 72, — 52 = 13 
52, + 92, = 47. 


Sistemul este compatibil determinat, deoarece E We = 5) = 88 +0. 
Aplicind regula lui Cramer, obţinem: ' 
| 13 —5 . 
Se 9|_18:9-47:(-5) _ 117-- 235 392. ,. 
1 7 ECC 88 88 88 ’ 
5 9 
7 13 
Is el | 47.2 — 13:5 _ 329 — 65 E NM 
Mq: s | 88 . 88 88 
5 9 


Solutia sistemului este deci (4, 3). 
2°) Sä se rezolve sistemul: 


| (a + b) z, — (a — b)z, = hab, 
“(a — Ha + (a + Mass 2a? — 25? 
Sistemul este compatibil determinat, deoarece 


a+b .—(a—b) 


(a? + 53 +0). 


= (a +5)? + (s A atat pa, 


a—b a+b 
Aplicind regula lui Cramer obţinem: 
hab — (a.— b) 
PN 2a? — 3b?a + b — tabla + b) + 2(a? — b?) (a — b) 
^ 2(a3 + b?) 2(a + b?) z 
— 2la + b) [2ab + (a — b)?] _ (a + b) (a? + 32) Sapt 
2(a? + b?) (a? + b2) 


tab 
EE _ 2(a + b) (a? — b) — &ab(a — b) _ 
ET o BESCH 
2(e — b) fla + b) — 2ab) (a — b) (te AAN ! 
= Sie + 03) (a? + 6%) 


Soluţia sistemului este'deci (a + b, a — b). 


Exercitii 


Aplieind regula lui Cramer, sä se rezolve urmátoarele sisteme de ecuafii 
liniare: 
+2 5z + 3y =y — WHU 


7 14? 
a) 

— 44-32 _ — 2—5, 
y+2 Cm a) D mE. 
facti ode 
3:105. 72 AO 

bi 2 23 

4 2 
Die — a =2+ y; 
l24+2%=5b4 4, 

a c 
c) 


£y : 
trasate 
(a =£0, 5550, 65-0, d#0, ad — bc + 0); 


d) | cdy = abz, 
bz + dy =a +e, 


(5 30, dÆ0, a+ c4. 0; 
e) | bz+i=a+y, 


(a — b) (z + y) = (a + b) (z — y), , 
(53-0, a gc 1). 


Capitolul I 


Determinanti 
$ 1. Permutärile unei mulțimi finite 


Se ştie că se numéste permutare a unei mulţimi E (oarecare) orice aplicaţie 
bijectivă a mulțimii E pe ea însăşi. | 

Se ştie, de asemenea, că dacă mulțimea E are n elemente atunci numărul 
permutärilor sale este r! 

In continuare vom considera in exclusivitate permutári ale unor multimi 
finite. 

Fie E = (a, o, ..., an) $i p: E E o permutare a lui E. 

Convenim sá desemnám permutarea e printr-un tablou cu două linii, deli- 
mitate de douá paranteze rotunde, alcátuit in modul urmätor: in prima linie figu- 
rează elementele lui E scrise în ordinea crescătoare a indicilor, iar in linia a doua, 
în dreptul fiecărui element a, figurează elementul care îi corespunde lui a, prin 
aplicaţia o şi pe care il vom nota go, adică 


gn = pla), h=1, 2,...,n. 


| a a o. Ca | 
gr, Qi e Cin S 

Observatie. Elementele dis ai sia di, sint aceleași elemente An. 
az, ..., Cn, dar scrise in altă ordine [exceptind 'cazul in care o este aplicaţia identică, 
deci p(a,) = a, oricare ar fi h=1, 2,...,n]. 


Tabloul descris este deci: 


Ezxemplu 


Fie E = (a, a,, a.) si permutarea palui E definitä prin ola,) = a, 9(a,) = a, pla;) = 
= az; rezultă că ? va fi desemnată prin tabloul: 


P a 2) 
as ù h. 


Deci, in acest caz: i, = 3; = 1, u — 2. 


Deoarece permutarea o definită prin o(aj).— Gp, h=1, 2, ..., n, este deplin 
caraclerizalá prin corespondenţa indicilor  —> ip, rezultă că această permutare 
poale [i desemnată prin tabloul: 

1 2.n ) 
i is. În 


şi că, în loc de a considera mulțimea permutärilor unei mulțimi formată din n 
elemente oarecare, se poate considera mulţimea permutărilor mulţimii (1, 2, ..., n} 
formată din primele n numere naturale. 

Tie o o permutare a mulțimii (1, 2, ..., n), n >2, desemnată prin: 


d^ Lian 
ho Tsa la 
Definiţia 1. Se numeşte inversiune in (permutarea) q o pereche de numere 


2 


2..n 
a ) cu proprietatea 
1 2 = ln 

k < Lşi i > į (deci, cu proprietatea: ip il precede pe i, în parcurgerea liniei a 


doua de la stinga la dreapta și ip > ij). 


nalurale (i,, ij) situate in linia a doua a tabloului (; 


Exemplu 


Fie E = (1, 2, 3) si permutarea ọ a lui E desemnată prin pá d (3, 1) şi (3, 2) sint 


A 312 
inversiuni în o: (1, 2) nu este inversiune fn o.. 


Observaţie. Din E 1 rezultă cá perechea (ts, ù) este inversiune 
in o dacă gi numai dată JC = « 0. 


Numárul de — pu permutarea 9 se notează Inv q. 


Exemplu 

Fie E = (1, 2, 3, 4) şi permutarea 9 a lui E desemnată prin 
(1 2 3 3) 
a 132) 

Pentru a determina numărul inversiunilor in 9, se poate proceda în modu 
următor: se scrie linia a doua a tabloului anterior 4 1 3 2 şi se determină cite 
numere se găsesc înaintea lui 1 si apoi se taie 1; evident, toate numerele aflate 
inaintea lui 1 determină împreună cu 1 inversiuni în 9 [în cazul de faţă — una 
singură: (4, 1)]; plecind de la 44 3 2, se determină apoi cîte numere se află 
înairitea lui 2, exceptind 1, care a fost tăiat [sint puse în evidenţă astfel încă două 
inversiuni în o; (4, 2), (3, 2)]: se taie apoi 2 gi se repetă: procedeul plecind de la 
4 Y 3 2, determinind cite numere.se află înaintea lui 3 [este pusă în evidență 


astfel inversiunea în 9: (4, 3)]; s-a ajung astfel o 4 X 2 2 gi procedura este inche» 
iată; deci Inv 9 21 +2 +1=%4 
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Observatie. Dacă o esto aplicaţia identică, p(h) = h, k = 4, 2, ..., n, 
este evident că Inv o = 0. Se observă că, reciproc, dacă Inv 9 = 0, atunci 9 
este aplicaţia identică. | 

Se observă, de asemenea, că permutarea ọ definită prin p(h) — n — Àh 4- 1, 
1 2 n 
n nl ..1 


h = 1, 2, ..., n adică permutare desemnată prin ( 
märul maxim de inversiuni posibile; in acest caz: 


) prezintä nu- 


1 


Inv = (n — 1) - (0572) 4-24 1e. 21, 


In concluzie, oricare ar fi permutarea ọ a unei mulțimi finite formate din n 
elemente (rn > 2), avem: 


0< Inve e 22, 


Definiția 2, Permutarea ọ se numeşte pară (sau de clasa 1), respectiv impară 
(sau de clasa a II-a) dacă Inv e este un număr par, respectiv impar. ` 

Numărul 0 se consideră număr par. 

Evident, orice permutare este fie pará, fie imparä. 

Definiţia 3. Se numeşte semn al permutări! o, și se notează sign o, numărul 
definit în modul următor: 


—1 dacă o este impară, 


sign p = 1 dacă ọ este pară. 


Funcţia sign aplică mulțimea D, a permutärilor mulțimii (1, 2, ..., n) pe 
mulțimea (—1, 1). Această funcţie va fi utilizată ulterior, incepind din $ 3. 


Exemple 


1234 
4°) Permutarea e desemnată prin ( P 4g z) este pară deoarece Inv e = 4 (v. ex. 
după def. 4). 
Rezultă: sign ọ — 1. 


2°) Permutarea o desemnată prin ( E i 
T Ph (6 54324 


= = 15 (v. obs. ce precede definiția 2). Rezultă: sign e = — 1. 


) este imparä, deoarece Inv o = 


| 2..n 
Fie y permutarea desemnată prin | Sa a ME ) Să notăm cu. 
5 li lo e.. En 
II in — ik 
Ik. 
produsul tuturor rapoartelor ici, unde L k iau toate valorile de la 4 la n, cu 
condiţiile: LE: din fiecare pereche (l, k), (k, D se alege (in mod arbitrar) una, 
singură. Rezultă că produsul astfel definit are CS factori. 
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Tintnd seama de observația care urmeazä definifiei 1 gi de definiţia 2, 
rezultă: 


(I) Permutarea q este pară dacă şi numai dacă Vl ` iir = >0. 


(1) Permutarea ọ este impară dacă și numai dacă II ao 0. 
Fie acum q si d două permutări ale mulțimii E = (1, 2,..., n). Avem: 
ES E ŠE. Dacă e duce numărul % în numărul i, iar Y duce numărul i, in 


numărul j,, atunci funcţia compusă Vo e duce numărul fi în numărul Jy: Se 
observă uşor cá boo este, de asemenea, o permutare a lui E. 


Ezemplu 


1 
Fie 9 desemnată prin ( 


3| . . 
3 z) şi d desemnată prin [ 


) Rezultă cá Vo p este 
desemnată prin l z à ) 
3 21 


"Teorema 1 


Permutarea pog este pară (respectiv impară) dacă şi numai dacă 
permutările o și y sînt de aceeași clasă (respectiv de clase diferite). 


Demonstrație 5 


Se observă că dacă l, k parcurg E în condiţii formulate anterior, atunci şi ij, ik 
parcurg E satisfäcind aceleaşi condiţii. Atunci, scriind egalitäfile 


ny = = (n qc. d 1) = (n: ju în), (m 
tl — ik i — ik l—k 


si aplicind Md (1), g ), rezultă teorema. 


2..n 
Dd ) n > e 

Definifia 4. Se spune că s-a efectuat o schimbare de poziție în permularea q 
dacă în linia a doua a tabloului care îl desemnează pe o sint schimbate între ele 
două numere, iar celelalte sint lăsate pe loc. 

Se observă că efectuind într-o permutare o o schimbare de poziţie se obţine 
o permutare y care este diferită (ca aplicaţie) de o, 


4 
Fie p permutarea desemnată prin ( 
1 


Ezemplu 


1234 
Pornind de la permularca p desemnată prin | SE? i] gi efectuind în p schimbarea 


de poziţie constind în schimbarea în linia a doua a numerelor 4 si 3 între ele, se obtine 
1234 
permutarea y desemnată prin l EN d 
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Dacă permutarea y a mulţimii (1, 2, ..., n] (n > 2) se obţine din permutarea 
p a aceleiași mulţimi prin schimbare de poziţie constind în schimbarea numerelor 
i, ŞI ù între ele, atunci, efectuind asupra lui d schimbarea de poziţie care constă 
în schimbarea din nou a numerelor i, şi i; între ele, se obține, evident, permutarea 
iniţială o. Din acest motiv se spune cá permutările o şi y se obțin una din alta 
printr-o schimbare de poziţie. 

Cu privire la legătura existentă între două permutări care se obțin una din 
alta printr-o schimbare de poziție, o precizare (importantă atit în sine cit şi 
pentru. teoria care va fi expusă mai departe in acest capitol) este adusă de 


Teorema 2 


Dacă două permutări se obțin una din alta printr-o schimbare de 
poziţie, atünei ele sint de clase diferite. 


Demonstraţie 


4:2 
Fie E = (1, 2, ..., n) (nz 2) sip o permutare a lui E, desemnată pri [; i r) à 
u ig.: 


Presupunînd că în o se efectuează o schimbare de poziţie, sînt de distins două cazuri. 


Cazul 1. Schimbarea de poziţie se efectuează schimbind între ele două numere 
care figurează conseculiv în linia a doua, fie in si ii (1 <k<n-—1). Se obţine, atunci, 


permutarea dh, desemnată prin L en x edo 

LG Du bein 
nu este inversiune in o, însă (ik+ı ir) este inversiune în d; dacă iy > ikp atunci (ih, ina) 
este inversiune în Kl insä (in in) nu este inversiune ín d. Tinind seama gi de faptul cä 
„fragmentele“ i da << ik- Das însa «+ En din linia a doua au rămas pe loc prin schiinbarea 
de poziţie efectuată în q, rezultă: 


. Dacă ik < ins, atunci (ik, ik41) 


Inve--1, dacă ij < bur 
Invp—4, dacă în > (ka, 


hy 4-1 


Deci dacá Inv ọ este număr par (respectiv impar), atunci Inv peste număr impar 
(respectiv par) şi teorema este demonstrată. 


Cazul 2. Schimbarea de poziţie se efectuează schimbind între ele două numere care nu 
figurează consecutiv în linia a doua, fie ig si ù (1 <k<I<n; lÆ k + 1). Fie y permutarea 
care se obţine din o prin această schimbare de poziţie. Presupunind că în liniá a doua a tabloului 
care îl desemnează pe 9, I; lo ... Ofbau El «o in, între in Şi e figurează p numere, rezultă că. 
schimbind succesiv pe i; cu fiecare ner care figurează înaintea sa pinä la iy inclusiv,.se 
' produc, conform rezultatului demonstrat în cazul 1, p+i schimbări de clasă; linia a doua 
devine: i, da... figna, ... in; numărul ig trebuie apoi, pentru a fi adus pe locul pe care initial 
s-a aflat ii, să fie schimbat succesiv CU îns, ina, ..., Dan Ceea Ce, conforin de asemenea rezül- 
tatului demonstrat în cazul 1, mai produce p schimbäri de clasă. 

În total deci, în obţinerea permutării d din permularea 9 prin schimbarea de pozitio 
consideratà se produc 2p + 1 schimbări de clasä; deci, dacă permutarea q este pară respecti 
imparä), atunci permutarea 4 este imparä (respectiv pară). 

Teorema este complet demonstrată. 


Se pune în mod firesc problema stabilirii unei relații între numărul permu- 
tárilor pare şi numărul permütärilor impáre alo unei mulțimi finite oarecare. 
Vom demonstra un corolar al teoremei 2 câre rezolvă aceastä problemă. 
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Fie v, numărul permutärilor pare asupra mulţimii (1, 2,..., n) (n > 2) și si 
v, numărul permutürilor impare asupra aceleiaşi mulţimi. 


Corolar 


4 
i ur 


Demonstrafie 


Fixind două numere naturale distincte, m, şi m, 4 < m, < N, $i 1 < m, < n, şi efec- 


tuind în fiecare permutare pară schimbarea de poziţie care constă din schimbarea lui m, cu m, 
rezultă, aplicind leorema 2 că se obțin tot atitea permutări impare diferite intre ele; deci 
VS Ve În mod absolut analog se arată va gu Conchidem: v, = va, Degarece munis per- 
mutärilor asupra mulţimii (1, 2, ..., n) este nl, rezultă v, = v, — — nl 

KM 


$ 2. Matrice 
1. Fie un sistem de n ecuaţii liniare cu m necunoscute: 
| 02, + Capa + +. + amim = b, 
(8) 032, F Ogg lg + «eee + Gam Em = bz, 
anti + anfa F e... + am = br 
Sistemului $ i se asociază următorul tablou dreptunghiular, pe care conve- 


nim să il delimitäm la stinga și la dreapta cu cite o pereche de bare verticale, 
format cu coeficienții necunoscutelor lui $; 


Cu (aa - Cm 
; Za . Q23 +... (om 


Qni Ana - Anm 
Un astfel de tablou de numere (nu neapărat asociat în mod explicit unui 
sistem de ecuaţii liniare) se numește matrice. 
." In manualul de faţă vom deseinna matricele cu majuscule drepte ale alfa- 
betului latin (A, B, C,...), înzestrate eventual cu accente, indici etc., a cáror 
semnilicatie va fi precizatà ori de cite ori va fi necesar (A, A”, ..., Au Aa m 
Deci vom scrie, de exemplu: 


gu aa se Am 


A = da 5» PT Gom 


Cani One .... Cam 


Numerele a, se numesc elementele -matricei A. 


Observaţie. Elementele unei matrice nu sint neapărat numere (reale) 
diferite între ele. 

Sistemul de elemente a;; alo matricei A unde i este fix, iar j ia, succesiv, 
valorile 1, 2, ..., m se numește linia a i-a (pe scurt: linia i) a matricei A; sistemul 
do elemento gu ale matricei A unde j este fix, iar i ia, succesiv, valorile 1, 2, ..., n 
se numeşte coloana a j-a (pe scurt: coloana j) a matricei A. 


Ezemplu 
Linia 3 a matricei A este: c; 4,5 ... Cam: 
Primul indice marcheazä deci linia, iar al doilea indice marcheazá coloana in 
care figureazä respectivul element. 
Exemplu 
Fie malricea: 
| 1 2 0 | 
0 1: 1l 
Avem: a c 1, 443 = 2, ua = 0, du = 0, "Gan =— 1, d,s — 1. 
Matricea A se mai notează prescurtat astfel: 
A = og; ¿=1,2,...,n3 j=1,2,..., m 


Se spune că matricea A, care are n linii și m coloane, este o matrice de 
tip (n, m).[trebuie reţinut că primul număr al perechii (n, m) indică numărul 
de linii, iar al doilea — numărul de coloane ale matricei A]. 


Exemplu 


O matrice de tip (3, 2) oarecare se scrie sub forma: 


| 

| Gu N KD | 
| la KÉ f 
i 

| 43 Ge ! | 
Observaţie. Cind» si m sint precizafi, se poate adopta o scriere mai simplă notind 
elementele liniei 1 cu a,, b, ... elementele liniei 2 cu a,, ba, ... $.a.m.d. Astfel, de exemplu, o 
matrice de tip (3, 2) oarecare poale fi scrisă sub forma: . E 


ii i ; 
Ay b, [ie 
25 b; | 


Se observă că o rhatrice de tip (n, m) sau. de tip (m, n) are n'm elemente. 
O matrice de tip (1, m), deci o matrice de forma 


1211213 ie Cm | 
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se numeşte matrice-linie, iar o matrice de tip (n, 1), deci o matrice de forma 


On 
se numeşte matrice-coloaná. 
Dacă A este o matrice de tip (n, m) cu n = m, se spune cá A este o matrice 


pütraticá (sau pátratica). În acest caz, numărul n se numeşte ordinul matricei A. 
Evident, o matrice pătrată de ordin n are n? elemente. 


O matrice pătrată de ordinul 1 are o singură linie şi o singură coloană deci 
este de forma || a ||. 


Dacă A este o matrice pătrată de ordin n: 
Qn iz: din 


Cai ` Ges — Gan 
A = 


Anı Ana + Ann 


atunci sistemul de elemente a, ale lui A(i = 1, 2, ..., n) se numeşte diago- 
nala principalä a acestei matrice. 

„Sistemul de elemente a, Gen? .. Gri se numeşte diagonala secundară a 
mairicei A. 


Ezemplu 
Matricea pätratä de ordinul 3 
4 -1 3 
2 0 5 
db 0 1 


are diagonala principală: 1 0 1 şi diagonala secundară 3 0 — 4. 


2. In continuare vor fi definite (in conditii care vor fi precizate): egali- 
tatea a două matrice, adunarea a două matrice, înmulţirea unei matrice cu un 
număr gi înmulţirea a două matrice*. 

Fie n, m două numere naturale arbitrare. Vom nota cu An. mulțimea 
matricelor cu n linii şi m coloane [adică de tip (n, m)]. 


Fie A, B € Mam; A=la;lı B= bill. 


Definiţia 1. Se spune că matricele A gi B sint egale gi se scrie A = B dacá 
dj = by pentru fiecare i, j, (i=1, 3, n; jd, 2, ..., ri). 


* Tot ce urmează pînă la sfirsitul paragrafului de faţă figurează în manual cu singurul 
scop dea realiza concordanța cu prográma stabilită in anul 1969. 
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Tinind seama de reflexivitatea, simetria gi trânzitivitătea relätiei de égali- 
tate intre numore (reale), rezultă că relaţia de egálitate inire matrice áre acelägl 
proprietăţi. Adică: 

1% A = A, oricare ar fi A € Mam; 

2°) dacă A = B, atunci B = A, oricare ar fi A, BE Mam; 

3°) dacă A = B și B — C, atunci A = C, oricare ar fi A, B, CE Mm: 

Dacă matricele A, BE Mam nu sint egale, scriem A +B. ` 

Matricea de tip (n, m) ale cărei elemente sint toate egale cu 0 se numește 
matricea zero în mulțimea Al, m[justificarea acestei denumiri va fi dată ulterior; 
v. 3°) după definiţia 2 şi observaţia după 4”)]. 

Vom nota matricea zero în mulţimea E cu dE 

Dacă n = m, convenim să notám malricea zero în inuilfimea Mam cu 
Üns fn loc de Onm 


Definiția 2. Se numeste suma matricelor A, B (in aceastä ordine) matricea 
= ||c,, de tip (m, n), ale cärei elemente sint date de egalitátile ci = djj + bu 
set fiecare i, j, (i = 1,2,.., n; j=1,2,..., m). 
Scriem: C=A + B. 
Exemplu 


Fie matricele 


A = 


1 —2 AE i M 
la aall” B= 17 2 
Conform definitiei 2 avem: 


op 13 3-3 
A 
Operálía de adunare astfel definită în Mam äte ürmätoärele proprietăţi: 
1°) Este asociativă; adică: 
ESCHER EE 


oricare ar fi A, B, CE Mam 
2°) Este comutativá; adicä: 


VETETIVI 


oricare ar fi A, Be BACH 

Proprietăţile 1°) şi 2°) rezultă imediat aplicind definitia sumei a douä matrice 
gi tinind seáma de  asóciativitatéá — tespéctiv cofiutativitatea — adunării 
numerelor reale, 
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Din proprietatea 2°) rezultă cá nu va mai fi necesar si speciffcäm, asa 
cum am făcut in- definiţia 2, ordinea in care udunăm două matrice. 

3°) Eaisid o matrice unic determinată -E € Alm astfel încit -oricare ar fi 
Ae Mam să avem: 


EES 


\ 


| 
Intr-adevär, Juind | E= Onm i egalitatea anterioară este Klee ezis- 


tena matricei E este deci demonstratä. 

Pentru a demonstra unicitatea lui E, demonsträm cá dacá o matrice E' 
are proprietatea A+ Ee EL A= A oricare ar fi A € Alm atunci 
E' — E. Într-adevăr, luind A = E' în egalitatea E + A — A obţinem E+E = 
E' gi luind A = E. în egalitatea A+E=A obţinem E+E'=E. Rezultă 
prin tranzitivitate E' = E. 

L 4) Oricare ar fi A E Mum ezistă o matrice unic determinată A’ e Manm 
cu proprietatea: 


ARA = 4 HAS Onm 


într-adevăr, dacă A = || dl], definim A’ pid. | în modul următor: 
gou = — ay pentru fiecare D jfe=1,2,..,n; j=:1, 2, ..., m). Egalitatea -ante- 
rioară se verifică in acest caz imediat şi existenfa 1 matricei A’ este demonstrată. 

Pentru a demonstra unicitatea lui A”, demonstrăm că «dacă A” are proprie- 
-tataa A + A^ A" +A= = Onm atunci. A" —.A'. Într-adevăr, tinind ' seama 
de- asoeiativitatea adunării in Mn, m obținem: 


AU AE Opi AT F (AF A = HS E AVEA = Onm HA = 


Matricea A’ = || — gu || se noteazü — A şi se numeşte opusa lui A. 
În loc.de A + (— B) se scrie, prescurtat, A-— B. Matricea A — B se 
numeşte SE dintre A şi B. 


- Observa tie. Pentru: 'adunarea malricölor din A. ni 
— matricea Dn, mm joacă acelasi rol ca si numárul 0 pentru! adunarea numerelor reále; 
* — opusa unei man joacă acelaşi ud ca si opusul unui numär pentru adunarea numerelor 
moale... .' ...: Y 
Această analogie explică, dealtfel, denumirile de „matrice. zero“ (si nolatia Oo. oul. si 
de „matrice opusă matricei A“ (și notația — A). ` 


w. 


Definifia 3. Se numeşte produs dintre numărul ^ și matricea A matricea 
= || bi; Il}, ale cărei elemente sint date de egalităţile bp = = My" pentru fiecare 
Miis 2,0. n; j= 1, de m) 
Soriem: B= AA. 


Ezemplu 
-51 10 2 
2|-8 EN ET 
=4 7 —2 14 


Tinind se seama de dert oper atiilor de adunare și de înmulțire a nume- 
relor reale, se verifică fără nici o dificultate că inmulfirea matricelor cu numere 
are > armaron: 


19) 11-A=A l oricare ar fi A € Anm; 


2).| 4) = (024 |, oricare ar fi, e e R, A € Manmi 


3°) | 6-4 = MA + pA |, oricare ar fi hyp E R, A € Mami 


49) | dee E R, A; BE Mam 


« Fie acum n, m, p trei numere naturale arbitrare gi fie multimile de matrice 
Aam Și Alm,p (deci: numărul coloanelor unei matrice oarecare din prima mul- 
fime este egal cu ) numărul liniilor unei „matrice oarecare din a doua mulțime). 


Fie A € V şi BE E p 


Definifia 4. Se numește produsul matricelor A, B (in aceastá ordine) matricea 
C = |] ci; |, ale cărei elemente sint date de egalitátile cj = an by + ai by + 
+... + Gm bmj, pentru fiecare i, j j (i = 1, Än n, j= 1, 2, . p). 

Adică: elementul lui C care figurează in linia i şi coloana: j este egal cu suma 
termenilor care se obţin inmülfind elementele liniei i a matricei A cu elementele 
corespunzătoare ale coloanei j a malriceiB (corespondenţa între elementele liniei 7 
a lui A şi elementele coloanei j a lui B fiind stabilită in modul următor: lui a 
îi corespunde b,;; lui a; îi corespunde Day; +. ; lui im îi corespunde bmj). 

„Rezultă cá, pentru a obţine linia 1 a matne C, înmulțim elementele liniei 
1: a matricei A cu elementele corespunzătoare ale coloanelor 1, 2,..., p, ale 
matricei B succesiv, însumind de fiecare dată produsele astfel obfinute Co sche- 
‚mele care urmează). 
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KIT bme MA bmp 


ou = Cuba + tbo +. + Gabi 


Gom 


**c-e9?606009:092€9* re. .......0.0.... 


Ani (ma se , Cnm | bmi b má zeg Bas 


os = Gaara + 035 bes + e + Qimbma 


606060920 ..0..90:uP00 0. De Er ee ee} 


Car. Goa e.e Cam 


On Zog eva. Cani 2 
„Cip = Cibo + Caabap + «e + Ambmp: 


Analog, pentru a obtine linia 1 a matricei C, „operäm“ (în sensul precizat) 
linia 3 a matricei Ä succesiv cu coloanele 1, 2, ..., p ale matricei B 5.a.m.d. 

Scriem: C = A: B sau, mai simplu: C = AB. 

Observăm că matricea AB astfel definită este de tip (n, p). 

Aceastä definiţie, care la prima vedere pare cu totul arbitrară, are de fapt justiticări 
profunde şi aplicaţii importante (expunerea acestor justificări si aplicaţii nu intră în cadrul 
manualului de față). Evident, s-ar putea defini o „regulă de înmulţire “ pentru matrice avind 
acelasí lip într-un mod analog aceluia in care am definit anterior „regüla de adunare“ (änume 
delinind elementele produsului C.= AB, unde À = |l ajli, B= bull, C = lei prin 
egálitájile cij = aijbij); dar o astfel de definiţie a inmilţirii se dovedește lipsită de aplicații. 


Ezemplu 
Fie matricele 
4 2 . 
: 12 —4 A 1 
A = 3 -—41 i B=|- f . 
|? | 5 0 1-1 | 
—1 2 


Observăm mai inlii că matricele A, B pot fi inmulfite tn aceastä ordine (în sensul 
def. 4) deoarece numărul coloanelor lui 4 = numărul liniilor lui B & 4, 
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Pie AB = C = || cu ll. 
Avem aplioind definiția 4: 


Cu = aubu + agba = 1:2 + 2'5 = 12. 

Cie = gue + abg = 1*(—1)+2-0=—1. 

C = auba + asha = 175 3- 2*1- 6. 

ou = aubu + aba 1714 2:(— 1) 5 — 1. 
cu = aybu + aba = 3:24 (—1)*5—1 

Cos = abia + 0555 = 3: (— 1) + (— 1):0— — 3. 
= dabis + aba = 3*6 (— 1)*1— 11. 

€ = agb + Orba 8*1 + (— 1) (-1)=4. 
Cu = Ga bn + anba = (— 1): 24 2*5 — 8. 

Coe = aybi + aab = (— 1)* (— 1) + 2:0—1 
ca = Gambia + gab = (— 1) 4 + 2:1 — — 2. 
Cas + dubis + aba (7 1) 1142" (1) =-— 3. 


Deci: 
|42 —1, 6 —1' 
AB=|[| 1 -3 1 4 
8 1-2 —3. 


Observaţie. Regula de inmulfire dată de definitia 4 se mar numeste regula 
„linii pe coloane“. 

S-ar putea defini în mod analog o regulă de înmulţire „coloane pe linii“. Desigur, adoptind 
aceástá ultimă regulă, produsul AB are sens doar dacă numărul liniilor lui A este egal cu 
numărul coloanelor lui B. 

În manualul de fafä vom opera exclusiv cu regula „linii pe: coloane“, 


Legătura dintre înmulțire à două matrice gi înmulțirea matricelor cu nuniâre 
- este dată de următoarele egalitáti evidente: 


MAB: = (AIR = A(AB) 


oricare ar fi Ae R şi oricare ar fi — 4, B, cu proprietatea: numărul 
coloanelor lui A = numărul liniilor lui B. 

Se pune in mod firesc problema relaţiei dintre produsul AB și produsul BA. 

Fie A € Mam și BE Mm,p; deci produsul AB este definit. 

Dacă n Æ p, atunci produsul BA nu este definit. 

Dacă n = p, atunci AB este o matrice pătrată de ordin n, iar BA este o 
matrice pătrată de ordin m. Deci, dacă n + m, nu se poate purie problema egali- 
tátii matricelor AB şi BA. 

Dar, chiar în cazul n = m = p, deci în cazul cînd AB şi BA sint midttică 
pătrate de același ordin, in general AB BA; adică: înmulțirea matricelor este 
necomutativă. 


Pentru precizarea ordinii în care sînt inmulfite doud matrice A B se spune | cä produsul 
AB se obţine inmulfind la stingă pe B cu Å (sad iumilfiad là dreaptă pe à al bj: 


si 


Ezemplu 


In cazul n= m = p = 2 fie matricelo: 


St est, a H 2 5 || 

d ita] EM He 

d ie ad ATE- au 

Avem: . 

Pen (-3) 1:54 (—-2)* dÉ -8 | 
WEE: -(— 3) 4543 +1 4-4 23 ; 
12 dE: 2*(—2)4- 5 UNE 14: 
AE —3) 14-1 *4. Cute PILIS T 


deci AR zb = Bă. ; 
Desigur, peniru anumite matrico pütrate A, D este posibil să avem AB = BA. 


Exemplu 
Luind: : 
(EECHER JO 2| 
se verifică imadiat |. | 
d ! s 6 Li d : 
B= = BA = , 
aa Gans: Bé 


Vom considera acum mulţimea Man $ a matricelor “pătrate. de. un. ordin 
oarecare H ` 
-Matricea -pătrată de ordin.n-ale cărei elemente. a,,.sint date de egalitäfile: 
* 4 = 1, pentru fiecare ¿=1,2,..,n gi a;,,— 0, pentru .fiecare i, j; (If 
(i. j = 1, 2, ..., n), se numeşte: matricea: unitate în: mulţimea A, [pentru 
justificarea acestei denumiri v. mai departe 3°) si observația 1°)]. 
- Vom nota matricga unitatea in „mulţimea Mn, cu Un. Deci: 


1 00.0: 
" 0 10.0: 
ee en | 
"of 0 0. 11 


Operația de inmultire in Man are -următoarele proprietăţi: 
1?) Este asociativă; adică | 


E MEBO) = ame | 


oricare ar fi A, D, CE Anm 


2°) Este distributivà la stinga ES la EE faţă de 'adunarea în Man; 
adică: ` : 


U+ BO ACL BC; AB 0) — AB V 40 


oricaro: ar fi A; B, C € Mnn. x : A 
..Rénuntám. Ia. demonstrarea proprietăților 1°) şi 2). 
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3°) Există o matrice unic determinată F E Mn,n, astfel incit oricare ar fi 
A € Man să avem: 


AP — FA ss A 


Demonstrăm mai intii existenfa matricei F. Anume, vom demonstra că luind 


| F=U, | egalitäfile anterioare sint verificate. 


Notăm: 
A = ag]; Un =] buch AU, = les 


Aplicind definiţia produsului a două matrice, obținem pentru oricare 
nJ =A 3; 
Cu = Gaby + Oido, + +. + Gymbaj- 
Dar, tinind seama de definiția lui U,, avem 
1 dacă k= j, 
e -|, dacă kÆ j. 


Rezultă: c;; = aby = ay; deci AU, = A. 

În mod perfect analog se demonstrează U,A = A 

Demonstrăm acum unicitatea lui F. Fie FE Man -astfel încît AF" = 
= F'A = A oricare ar D Ae A Luind A = F’ în egalitatea: FA = A: 
rezultă FF" = F', şi luind A= F in egalitatea AF’ = A rezultă FF’ d 
Conchidem F" = = Fi 


Observatii 


4°) Pentru înmulţirea matricelor. din nm matricea U joacă acelaşi rol ca şi numă- 
rul 1 pentru înmulțirea numerelor reale. Această analogie explică denumirea. de „matrice 
unitate“ dată matricei Un. 

2°) După cum se ştie oricare ar fi zeRN (0) există un număr real unic determinat, 
notat z~’! si numit inversul lui x astfel net za! = !z=1. 

În schimb, dacă A: este o matrice oarecare An, A Æ On este posibil să nu existe 
o matrice A’ € Ann astfel încît AA’ = A'A = Un. (Dacă A = Da atunci oricare ar îi 
Ai € Alan avem AA’ = A'A = On = Un.) 


De exemplu, pentru n = 2, fie matricea: 


A E Da, 
a le 
Oricare ar fi matricea: ` 
» = 21 aiz 
da Le 
avem: 
=|| 2 0 | ou dis | =] Zou 2019 | 
1 01 122 es a —aia 
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şi se observă că AA’ U», deoarece condiţiile: 
2a, = — aja = 1, Zug = — a = 0 
nu pot fi simultan satisfücute. 
3°) Se sie că oricare ar fi z, ye asttol încit zy = 0, rezultă z = 0 sau y = 0. 


În schimb, dacă A, B € Alan si AB = On, esle posibil să avem A 50, şi BÆ Da, 
Dacă se prezintă această situaţie, se spune că A şi B sint divisori ai lui zero în Jun 
(la stinga, respectiv la dreapta). 

Do exeniplu, pentru n = 2, fie miatricile: 


last? 


lo 4 
Avem: 40. B0, dar AB = 0, 


$ 3. Definiţia determinantului de ordin n 


1. După cum am menţionat în capitolul introductiv (la pet. 2), procedeul 
de rezolvare a sistemelor compatibile determinate de două ecuaţii liniare cu două 
necunoscute, întemeiat pe noţiunea de determinant (regula lui Cramer), poate fi 
extins, într-un mod care urmează să fie precizat, pentru rezolvarea sistemelor 
(compatibile determinate) de n ecuaţii liniare cu n necunoscute (n > 3). 

În cazul n = 2, mai întîi am rezolvat sistemul cu mijloacele din algebra 
elementarä, după care am definit noţiunea de determinant de ordinul doi și am 
formulat regula lui Cramer. 

Deoarece însă această procedură devine din ce în ce mai complicată pe 
măsură ce n creşte, este preferabil ca mai intii să definim ceea ce vom numi 
determinantul de ordin n pentru n număr natural arbitrar, şi anume astfel 
încît să fie îndeplinite următoarele condiţii: 

a) în cazul n = 2 să regăsim definiția dată anterior determinantului de 
ordinul doi; 

ß) regula de rezolvare a unui sistem (compatibil determinat) de n ecuaţii 
liniare cu n; necunoscute, formulată in limbaj de determinanfi de ordin n, să 
revină pentru n = 2 la regula lui Cramer obținută anterior. 

2. Pentru a ușura înțelegerea celor ce urmează, vom face o anumită obser- 
vaţie asupra determinantului de ordin doi, definit în capitolul introductiv. 

Ai Qs 


După. cum știm, determinantul se definește prin egalitatea: 


Hat 22 


Qj Ci 
= 411432 + (— 412031). 


21 Ay 


(Scrierea in această formă a inembrului drept se va justifica imediat.) _ 

Mulțimea p, a permutărilor mulțimii (1, 2) este formată din două elemente, 
12 .f1 2 D. 

8i anume din permutärile desemnate prin G 2) gi n 1) Prima din aceste 


permutări este pará, iar a doua este impará. 
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. LJ .. LJ 1 2 
Convenim să asociem permutärii o desemnată prin L | produsul 
1 la! 


infos înzestrat cu semnul plus dacă e este pară si cu semnul minus dacä 
q este impará; adicá, tinind seama de def. 3 81, asociem lui o produsul: 


(sign Pay; * lyg 


Qi Am 


Se observă atunci că determinantul de ordinul doi esie tocmai 


do Ga 
suma celor două produse de forma anterioară care se obţin cînd e parcurge 
mulțimea (PD). 

Tinind seama de această observaţie gi de condiţia «) formulată la punctul 
1 din paragraful de faţă, vom defini in continuare „determinantul de ordin n“, 
pentru n număr natural arbitrar. 

3. Fie matricea pătrată de ordin n (n > 2): 


Qil Qiz + din 


Ani Una Inn 
Fie 9 o permutare a mulţimii (1, 2,... n}, desemnată prin tabloul 
12... 
E CH St Convenim să îi asociem lui e produsul 
1 
(sign Deus Ga --- Anne (*) 


Factorii Ay, Gate ++ ni, Sint elemente ale matricei A, alese cite unul 
din fiecare linie şi fiecare coloană: din linia 1 se alege elementul din coloana 
i, din linia 2 se alege elementul din coloana i, $.a.m.d. 

Se observă că există n! produse de forma (*), cite unul asociat fiecărei 
permutări a multimii {1, 2, ..., n} 


Definiție. Numărul (real) unic determinat care se obţine insumind toate 
cele n! produse de forma (*) se numeste determinantul matricei pälrale A. 

Determinantul matricei A se notează det A. 

Scriem: 


det A =) ‚(sign Q) Qj Cata + nin 
ED, 


unde notația Y ` din membrul drept (eitim: samă cină + 9 parearge D,) indică 
ch | 
tocmai faptul cá se însumează produsele de forma (*) pentru toate cele n! permu- . 
tări care formează mulțimea (D, a permutárilor mulţimii (1, 2: nl 
Produsele (sign P)ay, Aziz —— Ani, Se numesc termenii determinantului 
det A. 


Ab 


Observaţii ` sr SC "TE E 
:1*) Tinind seama. de corolarul teoremei 2 din ŞI, rezultă că. in suma 
Y) (sign el aij, * Gaia —— Anin 

9er, i 


numărul produselor do forma gun, * Ay ... Ani, înzestrate cu semnul plus este 
egal cu numărul produselor de aceeași formă înzestrate cu semnul minus 


: 1 
(si anume — zal) 
2°) Definiția determinantului unei matrice pătrate de ordin n a fost formu- 
lată în ipoteza n > 2. În cazul in care A este o matrice pătrată de ordinul 1, A = 
= || a ||, prin definiţie: det A = a. 


Ezemple 
1%) Fie matricea pătrată de ordinul 2: 
la G15 ! 
A= | 11 *12 : 
Za Goal 


Aplicind definiţia determinantului unei matrice pătrate în acest caz parti- 
cular, rezultă det A = a,,054 — Guetta adică det A coincide cu „determinantul 


NET Qj Ay 
de ordinul 2“ 


%a az || 
2°) Fie matricea pătrată de ordinul 3: 


Cu ` Gs dy 


Za An 433 


Cele şase permutări ale mulțimii D. 2, 3} sint desemnate prin tablourile: 


Hp d (1 2 a. 
123 car 
123 (123 12 3 
(; 1 j le oal pe jJ 


Obtinem: 
det A — 11023033 — 03105303, — 41202103 + Guten — Ugly, F 433053031, 
unde de fiecare dată am stabilit numărul Inv o ca in $1. 

. Se observä cá det A esto suma a 31 =-6 termeni. - 

Pentru calculul lui det A în cazul în care A este o matrice pătrată de ordin 3 
se stabileşte o regulă foarte simplă în' modul următor: se formează un tablou 
scriind matricea A şi adäugind sub ea linia 1 şi apoi linia 2; se observă că ter- 
menii înzestrați cu semnul plus în suma al cărei rezultat este prin definiţie det A 
adică produsele a,,2,,0,,, O13021055 Şi 019075031 sint produsele elementelor situate, 
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respectiv, pe diagonala principală a lüi A si pe patalelele la oa din tabloul-format; 
termenii înzestrați eu semnul minus, adică produsele q,505505;, 0,153035. ȘI Aj: 
(isis sint produsele elementelor situate, respectiv, pe diagonala aigassa; a lui A 
și pe paralelele la aceasta din tabloul format: l 


91 do» fn 
+ Ze 
Cr ET] a 
RS ur 33 
Que Ay” "ëng 
e 7 


031^ 07 Nas 
ZH. 


3 P ^" 
aar ayn 023 


Regula descrisá se' numeste regula lui Sarrus. 


Exemplu 
"2 4 5t 
‚FeA=i6 4-3] 
58 2 31 
Alcătuim tablou! necesar aplicării râgulii lui Sarrus 
doo 28 
m 3 
| &q 228 
a3 


Obfinem: 
det A=2-1-3+ 6:2*54- HEH E — 8*1:5—2:2(—3) — 6+(-4) 3 = 
=6+60+ 96 — 40 + 12 + 72 = 206. 

Se poate da $i o altă regulă, de asemenea foarte simplă, pentru calculul determinantului 
unei matrice pátrate de ordin 3. Anume se observă că termenii înzestrați cu semnul plus 
în suma al cărei rezullát este prin dofinifie“del A se obtin.in ordinul urmátor:, ay a»: Gan 
este produsul elementelor de pe diagonală principală a lui A, iar aie Cos Ayı Si di, da Am 


sint produsele elementelor care pot fi considerate că „virturi“ ale unor anumite „triunghiuri“ 
avind fiecare cite o „latură“ „paralelă“ cu diagonala “principală: i 


nc a - 
411 d fn 


e ` 


"s š M Dis Ma 


Age Mg" Ga 


„În mod analog, pornind de la. diagonala ous Ga au Se obțin termenii cu semnul minus: 


du. Au 813 M 
: x 4 
Ax on o ss 
. Pa: - ¿ [i d . 
\ du 337 9 033 . 2d 


- -Regula descrisă se numeşte regula triunghiurilor. i 


Observaţie. Fie A și B două matrice pătrate de același ordin. Evident: 
(A = B) = (det A = det B). Reciproca este însă falsă; anume: este posibil să 


avem A + B, dar det A = det B. Mai mult: chiar matrice de ordine diferite 
pot avea determinanfi egali. 


Exemplu 


a |t» 
o 
e 


ja 3 
lo 2 


o 
N 


Fie: 4 = | ;C = PI; D= 


3 
2 
2 


o 
en 
€ elo 


Se verificä usor cá: l 
det A = det B = det C = det D = 2. 


Fie matricea pătrată de ordinul n: 


fu Aiz- Cin 
O51 Qag.. Qon 


Anı na nn 


Numärul det A se mai noteazä, reproducind aspectul matricei A, ca tablou deli-: 
mitat la stinga şi la dreapta de'cite o bară verticală: 


An Qiz. Am 


Cai aa see 
det A = 21 Ue Gen | 


..........6 ee 


Cni Ana ... Can 


După cum s-a menţionat într-o observaţie din $ 2, pet. 1, atunci cînd n este precizat 
matricea A poate fi scrisă într-o formă mai simplă, fără a mai uliliza doi indici pentru 
marcarea elementelor matricei. În consecinţă, şi det A poate fi scris într-o formă simpli- 
ficâtă. Astfel, de exemplu, determinantul unei matrice pătrate de ordin 4 oarecare mai poate 
fi scris (adoptind convenţia din observaţia amintilä): - i 


a b, o d, 
deta=|% % % în 
` Ki ba Ca d, 
[71 b, [71 d, 
De asemenea, numărul det A se mai notează prescurtat gi | A | sau | ay |, 
bk J=1, 2, ..., R. 


În cazul în care A este o matrice pătrată de ordinul I A = lei, se evită sorierea deter- 
minantului matricei A sub forma |a|, pentru a nu confunda numărul det A = a cu modulul 


' numărului a. 
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Observaţie. Trebuie făcută cu grijă deosebirea între notația 


Ay] + Cn i 
"E , care desemnează o anumită matrice pătrată si notafia 
ani -—— nn : 
LI 
Ay =» Cin 
eet SÉ , care desemnează numărul asociat matricei respective, conform 
Ani ++ Ann 
procedurii de calcul care a fost expusä anterior. 
Notatia 


Zu Aig. Cin 


Ga Qog». Azn 


escc íi] 9 


det A = 


Ani Ana. dan 
sugerează anumite convenţii utile de limbaj: . 
— în loc de: elementele g- ale matricei A al cărei determinant este |a;;|, 
vom spune: elementele delerminantului |a,;|; 
— în loc de: linia i [respectiv coloana j, respectiv diagonala principală 
(secundarä)] a matricei A al cărei determinant este | a;jj, vom spune: linia i 
(respectiv caloana j, respectiv diagonala principală. (secundară )] a determinaniului 


la;l; 
u in loc de: |a,;] este determinantul matricei pătrate A cu n linii gi n 


coloane (al matricei pătrate A de ordin n), vom spune: |a,;| este un determinant 
cu n linii şi n coloane (un determinant de ordin n). 

Rezultă că, în loc de: „a calcula determinantul matricei pătrate A de ordin 
n", vom spune: a calcula determinantul |a,;| de ordin n. 


Observaţie. După această preoizare a ceea oe înțelegem prin „deter- 
minant de ordin n“ putem afirma că definiţia determinantului de ordin n adop- 
tată în acest paragraf generalizează definiția determinantului de ‚ordin doi 
adoptată in cap. intr., pot. 2. 

In notafia prescurtată a unui determinant nu vom mai pune totdeauna în 
evidență matricea A. În acest sens, convenim să notăm determinantii utilizind 
majuscula A din alfabetul grec (majusculele drepte din alfabetul latin le-am 
rezervat, matricelor), înzestrată, eventual, cu aocente sau indici, a căror semni- 
ficatie va fi precizată ori de cite ori và fi necesar (A' , A", ..., An, As, ...). 

4. Fie determinantul A = |a,,| de ordin n. Știm că, prin definiţie: 


A = D (sign 9)a,;, * dai, --- Date 
Zerf, 


Remarcind că în fiecare din produsele de forma 


(sign Pay, * dai, se Ann (*) 
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indicii liniilor figurează în ordine naturală, este firesc să ne întrebăm ce rezultat 
se obţine dacă se însumează toate produsele de forma:. 


(sign dl ai dia Cin l (**) 
în care indioii coloanelor figurează în ordine naturali “şi d esto permutarea 
desemnatá prin P 2 5 d Se obtine oare ca rezultat tot numärul A? 

Ji Je Jn ; i SCH 


Räspunsul la aceastä intrebare este afirmativ: 


Teoremá 


Suma celor n! produse de forma (**) este A. 
Adică 


A = Y (sign d)aj 10,2 + Gin 
Zei, 


Demonstraţie 


Deoarece, după cum am observat anterior, factorii oricărui produs de forma 
(i, Cai, —— Anin Sint elemente ale determinantului A, alese cite. unul din fiecare 


linie şi fiecare coloană, rezultă că orice produs de această formă poate fi scris 
schimbind în mod corespunzător ordinea factorilor, astfel încit indicii coloanelor 
să figureze in ordine naturală. Adică, dacă o este permutarea desemnată 


prin ( și "e r), atunci există o permutare y desemnată prin F ae jy 
hod. R Ji Ja În 
astfel încit să avem: - f 
i, Data DT anin 7 = 4,1 8j. a oe Cizme d (1) 
"Evident, permutárile o şi y sînt, in general, diferite (ca aplicaţii). 
De exemplu, fie produsul a,42,,0,)0,125, care intervine în calculul determinantului unei 


matrice pătrate de ordinul 5. Schimbind ordinea factorilor astfel incit indicii coloanelor si 
nu cei ai liniilor sä fie in ordine naturală, obţinem: 


0130252041054 = = 04410320,3054055. 
Permutärile o şi v sint desemnate, respectiv, prin tablourile: 
( 2 34 We & 2 9-45 5 


3:5 24 4 à 3 156 27 
“ Avem: i . ME 
=3, D'A E ^" o3; 

=5, o (5) =.2; . 


e (5) = 4, Y (4) =5 . : 
În acelaşi timp, este ovident că o și  etnt diferite (ca aplicaţii) [de exemplu: e(t) s = -3, 
insă An) = 4] m 
ie 
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Un element oarecare: gu care figurează în produsul din membrul sting 
al egalităţii (1) figurează și în produsul din membrul drept al acestei egalitäfi, 
şi anume: în membrul sting, în care indicii liniilor sînt în ordine naturală, fac- 
torul az, ocupă locul 4 (numărind factorii de la stînga la dreapta), iat ih mem- 
brul drept, în care indicii coloanelor sint în ordine naturală, același factor ocupă 
locul /. 

Tinind seama de modul în care au fost definite permutärile o și y, rezultä 
că o duce pe A in l, iar y duce pe.L în; k; Avem: 

olk) =le vy (1) = E, (k, L= 1,2, ..., n). 
Notind cu E mulțimea {1, 2, ..., n}, rezultă că o gi y sint bijeetii E - E 


inverse una alteia; deci, notind cu: là; aplicaţia identică a lui E, avem de Ma- 
nual de Analiză matematică, anul ‚III, pag..18): 


.od.= Je, 


Însă Id, este permutare pară (v. $ 1). Aplicind teorema 1 din si, „rezultă 
că permutările o şi y sint de acceaşi clasă; deci: 


sign o = sign q. (2) 
Din (1) si (2) rezultă că termenii sumelor 


$^ (sign 9) ai, ger, -- ` Gnin. şi JO (Sign Y) 0, 1*0j2 — Cin 
SEI, te Pn 


sint doi cite doi- egali, deci aceste sume ‘sint egale. Teoroma. este demonstrată. 


$ 4. Proprietátile ‚determinanfilor 


Calculul unui determinant prin 'aplicarea directă a definiției se complică 
în mod apreciabil pe măsură ce: ordinul : determinantului crește (acest calcul 
este 'destul de laborios chiar pentru n = 4). 

Prezentul paragraf este consacrat demonstrării unor teoreme importante 
(care exprimă proprietățile determinantilor), ` destinate sä conducă, în ultima 
instanță, tocmai la anumite procedee mai expeditive de calcul. 

1. În prealabil: vom adopta anumite convenţii de limbaj şi voim formula 
unele definiţii. 

Fie 4 = | ay | un determinant de ordin n, 

— Prin schimbarea în A a. liniilor în: coloane vom înţelege inloruirea in A 
pentru fiecare p = 1,2, ..., n a liniei p cu „coloana b și anume. thlocuirea lui 
dyq CU Gan pentru fiecare q=1, 2. en Pi: 

In acelagi mod se definește si. schimbarea în A a coloanelor in linii, Este 
evident că, dacă schimbăm în A liniile in ógloane, atunci, în același timp, sînt 
schimbate în A coloane în linii ,'şi reciproc. 


Observaţie. Prin schimbarea in A a Wäer în coloane, elementala 'didgonalei 
principale rámin pe loc. ` i . 


UM 


. Exemplu 
Fie determinantul: 
-21413 
A= 150) 
—2 4 6 - 


Schimbind in A liniile în coloane, se obține determinantul: 


21 2 
A=|1 5 4 |» 
30 6 


— Prin schimbarea în A a liniilor k și l între ele (k = D vom înțelege înlocui- 
rea în A a elementelor aki, Ga ..., Ar, CU, reSpectiv dj, Gs — Atn Şi a elemen- 


telor gu, Gr, —— Qin CU, respectiv Gu, Cha: +, Cu, (Celelalte linii rămin pe loc). 


Exemplu 
Fie determinantul: 
1-2 3 
0 5 A 
A= E d. 
7 £ ug 
2 
Schimbind în A liniile 4 şi 3 între ele, se obține determinantul: 
7 La 
A 3 
“lo 5 Ai 
4 —2 3 
În mod analog se definește schimbarea în A a două coloane între ele. * 


— Prin înmulțirea liniei k a lui A cu numărul A vom înţelege înlocuirea în 


; A a elementelor a, de, — Ahn CU, respeotiv, Aaaa, Aahar., Mp, (celelalte linii 
rämin neschimbate). 


Ezemplu 
Fie determinantul: 
2 — "BI, 
A=|a 4 —2]|* 
7 & —8 


l Inmulfind linia 2 a lui A cu-—4, se obţine determinantul: 
1 2-1 5 
Amaj 12 —4 8|. 
7 4 -—3 
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În mod analog se definește înmulțirea unei coloane a lui A cù un număr. 

— Prin adunarea liniei | a lu: A la linia k a lui A (kz 1) vom înţelege 
înlocuirea în A a elementelor gu, ge, — dn, CU, respectiv, dy + An, Gra + a, 
e hp F Gin (celelalte linii rămin neschimbate). . 


Exemplu 
Fie determinantul: 
1-3 7 , 
A=|2 5 —ı le 
3 0 2 
'Ádunirid linia 3 la linie 4, se obţine determinantul: 
4 —3 9 
A-|2 5 —4 
3 0 2 


In mod analog se defineşte adunarea unei coloane a lui A la o altă coloană 
a lui A. 

Liniile le şi Z (k + l) ale lui A se numesc 2, dacă ay; = a; pentru fiecare 
j=1, 2, ..., n ; 

În mod analog se defineşte egalitatea a douä colosne ale lui A. 

Liniile k gi 1 (k = 1) ale lui A se numesc proporționale dacă există Ae R, 
A=3 1, astfel incit ap; = Aa pentru fiecare j = 1, 2, ..., n. 

Este evident că, dacă ay; = Alijn J = 1, 2, «.., n şi A Æ O, atunci aj = RS 
j= — 1, 2, ee n. 

„Numărul-A (sau oricare dintre numerele s L dacă Àz-0)se numește fac- 


tor de proporjionalitate al liniilor k şi l ale dstesulnontulai A. 
În mod analog se definește proporfionalitatea a două coloane ale lui A. 


Exemple 
7°) Fie delerminantul: >: 
= l ja —ä 7 
la 0 -2 
A = e D 
(uu. E 
* 2 


Liniile 4 si 3 sint "proporţională, deoarece. aj = = 2* azi petru fiecare j=1,2,3. 
2°) Fie determinantul: 


5 o. —2 S 
A=|0 0 0 fe 
2 0 —6 


Linia 2 este proporţională atit cu linia 1 cit si cu linia 3, degarece aj = 0 * ay; si taj = 
= 0 Ħa. pentru fiecare j = 1, 2, 3. 
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3 — Elemente de algebră superioară anul III liceu real .- 


Se observá că, în general, dacă toate EE unei linii (sau coloane) a unui deter- 
minont sînt egale cu zero, atunci această linie (respeotiv coloană) este proporţională cu 
E din celelalte linii (respeotiv coloane) ale determinantului. 


Tie A = |a; | un determinant de ordin n(n > 2) şi i, j două numere aere 
rale fixate, 1 « i, ¡<M. 


Definifia 1. Determinantul de ordin z — 1 care se obţine suprimind în A 
linia i si coloana j se numește minorul elementului a;; (in: A). 

Convenim să notăm minorullui o: cu A: (deci cu litera care desemnează 
.determinantul al cărui element este a;; înzestrată la dreapta-jos cu aceiași 
- indici si în aceeaşi ordine ca şi elementul ay). 


Observaţie. Din cele de mai sus rezultă că în cazul determinantilor 
de ordinul 1 nu se poate defini noţiunea de minor al unui element. 


Exemple 
4°) Fie determinantul: 


—3 0 4 
A = 1 E 5 “a 
. 06 2 
Avem: 
s -t| bist D s 
Au = 35» As 3 > åy al , 
6 2 | lo 2 : 0 6 |. 
0 1 —3 d -3 0| 
An = > An = ? Ass ==, _ E 
| 6 2 0 , | e el 
0 t| Es —3 SE —3 0 | 
i= In Ag Ag = .. 
Ari 5 SEH | 4 E 33 
3 | 3 1 5 
Conform definiției adoptate in $ 3 pet. 3, determinantul A = | ay | de or- 
din n(n > 2) este dat de egalitatea: 4 
A=} (sign e) Hy, fat, $0 Anin 
se Pa 
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unde fiecare- produs care figurează în suma din membrul drept al egalităţii 
contino un element și doar unul din fiecare linie gi fiecare coloană. Să fixäm, de 
exemplu, linia i gi, alegînd produsele care conţin, respectiv, pe ays dg, «o, Cin 
să. scoatem în factor aceste elemente. Notind cu T; Iio --- Ll, sumele de 
produse care au drept coeficienţi, respectiv, pe au, Aios ..., 0,4, Obtinem: 


A = Qi Vi + Gia Ti + ... + Cin Din" (*) 
Se observă că T';; nu mai confine nici un a element al lui A situat in linia 


i sau in coloana Jj. 

Membrul drept al egalităţii (*) se numeşte dezvoltarea determinantului A 
după elementele liniei i (sau, pe scurt: după linia i). 

În mod absolut analog se defineşte dezvoltarea determinantului A după ele- 
mentele coloanei j (pe scurt: după coloana j). 


Observaţie. Un element a, al determinantului A este coeficientul 
aceleiaşi sume de produse TI; atît în dezvoltarea lui A după linia i, cit si în 
dezvoltarea lui A după coloana j. 


Definiţia 2. T;; se numește complementul algebric al elementului a; (în A). 


Observatie. Din cele de mai sus rezultă că în cazul determinantilor 
de ordinul 1 nu se poate defini noţiunea de complement algebric al unui element, 


: Exemple 

$49) Fio determinantul: vum. 

=] «i ol, 
dea 


Sp ştie că: A = gu a43 — dii aj: 
Subliniind indicele care marchează linia sau coloana dupä care se face dezvoltarea lui A; 
obţinem: dezvoltarea după linia 1: A = 9,025 + Ayla) 


deci: Tu = = das; Tia = =. la; 

dezvoltarea după linia 2 : A = as (—412) + 25:0, 
deci: Ta = — an; P» = Qg - 

dezvoltarea după coloana 1: A = 0,1423 + an (an; 
deci regăsim: Iji = aa; Ta = — 4195 

dezvoltarea după coloana 2: A= ajs(—a4) + Cay; 
deci regăsim: Ta = — aa; Ta = aj. 


2°) Fie determinantul: 
Cu 4a 4 
A=| 41 gen ay | 
| da asn “y 


` Utilizind rezultatul calculului efectuat la exemplul 2°, pet. 3, $ 3, se obţine imediat 
dezvoltarea după linia 1: 


A = deoa — asta) + grade — 2523) + ail — ana); 
deci: 
Tu = (ants — 0505), Du = 43455 — Ana, Dua = anay — Qa dei. 
"In mod analog se determină Da, Tao, Dan, Ta Taz Tog 
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Din cele de mai sus privitoare la dezvultarea unul delertinanl după o 
linie (sau coloană), rezultă următoarea proprietate a determinatitilor: 

Dacă ioale elementele unei linii (sau coloane) a unti determinant A sint 
egale cu zero, atunci 'A = 0, 

Demonstrația este irnedială, scriind dezvolturea lui A după respectiva 
linie (sau coloană) (v. si exerc. 14 a de la sfirgitul acestui capitol). 

2. Vom trece acum la demonstrarea teoremelor care formează obiectul 
principal al paragrafului de față. 

Menţionăm că în enunfurile acestor teoreme se va subinfelege că determi- 
nantii consideraţi sint determinanti de ordin n oarecare. 


Teorema 1 


Prin schimbarea într-un determinant a liniilor in coloane se ob, 
line un determinant egal eu determinenful inițial, 


Demonstrajie 
Fie daterminantul A = [a |, í j= 1, .., n. Schiribind în A liniile în 
coloane, se obtine determinantul A’ = |b; | A f —1,2,..,n, unde by = a; 


i, J = 1, 2 y 99 n. 

Conform teoremei demonstrate in $ 3 pct. 4 determinantul A’ se poate 
scrie ca suma produselor de forma (sign 9) 5,4 bie» un în care indioii oolog- 
nelor sint in ordine naturalä. Rezultä: 


= 2: (sign 9) R bic j ig Dian = = (sign 9) au, Za, e ... nn A 


i ED. ' se 


gi teorema este demonstratä. 


Ezemplu 
2 —3 0 
Fie A= 4 —2 Ai 
=5 13 
Schimbind in A liniile tn coloane, obţinem: 
2 1-5 
NSu=|-3 —2 1 |- 
H 4 : 3 


Conform teoremei 1, avem: A = A”. Se poate verifica imediat (de exemplu aplicind 
regula lui Sarrus) A = A' = 49, 


Observaţie. Dacă definim ce însearaniă a schimba liniile tn coloane într-o matrica 
pătrată (aşa cum am procedat şi în cazul determinanfilor), atunci teorema 1 sé enunfä astfel; 

Dacă A este o matrice pătrată oarecare gi B este matricea care se obține schimbind în A 
liniile în coloane, atunci det A — det B. 

Acest enunţ prezintă în raport cu enunţul teoremei 1 avantajul de a face apel în mod 
lipsit de orice echivoc la definiția determinantului (unci matrice) ca număr real obţinut 
(asociat respectivei matrice) printr-un anumit procedeu de calcul, 


36 - 


În mod asemănător, se 'poate- da-un-astiel de enunţ pentru fiecare din teoremele care 
urmează, Preferäm, tolugi, enunfurile în limbaj doar de determinanji, deoarece 'ele sint — 
mai ales în cazul unora din teoreme — mai directe gi mai sugestive. Atragem însă atenţia 
că aceste enunfuri nu sint acceptabile decit dacă ţinem soama de convențiile adoptate la $ 3 
pet. 3. 


Teorema 2 


Prin schimbarea într-un determinant a două linii (sau a două 
coloane) între ele, se obţine un determinant egal în valoare abso- 
lutá cu determinantul ipifial, însă de semn contrar. 


Enunf prescurtat: Prin schimbarea între ele a două linii (sau două coloane), 
determinantul ist schimbă semnul. l 


Demonstrajie 
Pentru simplificarea scrierii, vom considera un determinant A = |a; | 
de ordinul 4*. 
Avem: 
A — ^ (sign 9)dy, Ay, Ay, Gate (1) 
sep; 


Să presupunem, de asemenea, pentru a simplifica scrierea, că schimbăm 
între ele liniile 2 si 4 ale lui A. Fie A’ determinantul astfel abținut. 

Un element al lui A de forma a, devine in A element al liniei 4 (coloana 
do); iar un element al lui A de forma Cai devine in A’ element al liniei 2 (co- 
loana ;,). In acelaşi timp, elementele lui A de forma y, si dat, rámin pe loo 
in A, 

Pentru a pune în evidenţă noul indice de linie cu care figureazä in A’ gl: 
mentul a, al lui A, să renotăm acest element (ca element al lui A”) cu Dé, 


Din aceleași motive, renotäm dai, (ca element al lui A”) cu Ga, Dupä cum am 
remarcat: i, = la Şi lo = ip 


Obtinem: 
| A' = Y sign $) ay, as; Ay, ag, (2) 
vep, 
Ne propunem să demonstrăm egalitatea A’ = — A. 


Pentru aceasta, să stabilim legătura dintre semnele cu care figurează în 
sumele (1) si (2) perechile de produse egale. 


Cj, Gi, Cai, Caio i, Gas "ais KI? 


* in manualul de față vom proceda în mai multe cazuri în acest mod — rafionind pe 
un caz parlicular atunci cind acest procedeu nu restringe generalitatea rafionamen- 
tului (in esenţa sa). Precizarea „Pentru simplificarea scrierii“ pune în evidenţă tocmai 


faptul că singura complicafie care intervine în tratarea cazului general este aceea a 
notaţiilor. 
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Primul dintre aceste produse este asociat permutării -. p - desemnată 


. (17:2 3 4 5.05 : 
prin ( nod Nk iar cel de-al ` doilea — permutării $ desemnată 
1 la d. 1 
] [ 2 3 4 
prm |. "EP WE 
D k h 4 


Deoarece i; = 2, $i n = la, rezultă cá permutärile o si Y se obţin una din 
alta printr-o schimbare de poziţie, deci, conform teoremei. 2 din $ 1, ele sint 
de clase diferite; deci sign d = — (sign q). Rezultă: 


(sign d) au, ga Ay, Ga = — (sign 9) Gi, oi, Dat, Cat. 


Dat fiind că egalitatea anterioară are loc pentru orice pereche (o, di de 
permutări de forma KEE rezultä: 


» (sign Y) (i, Coi Ga, da = $5 — (sign 9) ai ge ga, Gu, = 


Pi sef, 
=-), (sign 9) a, Zog, (ai, Gai, 
sep, 
adieä: 
A =-—A. 


Examinind demonstraţia dată mai sus pentru cazul particular al unui deter- 
minant de ordinul 4 şi al schimbării între ele a liniilor 2 gi 4, se observă că esența 
rafionamentului este aceeași în cazul general al unui determinant de ordin z 
oarecare și al schimbării între ele a liniilor & si 2 (1 « k, l< n; ks: i 

Pentru a demonstra teorema în cazul schimbării între ele a două coloane 
se procedează în mod perfect analog, tinind seama de teorema de la pct. 4, 
$ 3. Se poate da si o altä demonstratie, utilizind rezultatul obfinut anterior 
pentru cazul sohimbárii între ele a două linii si teorema 1. Într-adevăr, fie A 
un determinant de ordin n şi A’ determinantul care se obţine din A schimbind 
intro ele coloanele le si l (1 <ki<n;kzl) Fie A, respectiv A’,, determi- 
nantii care se obţin din A, respectiv A’, schimbind coloanele in linii. Conform 
teoremei 1 avem: A = A, si A’ = Aj. Evident însă, A; se obţine din A, schim- 

- bind între ele liniile 4 si 2; deci A, = — Ce Rezultä =A 


Exempla | 

2 —3 0 
Fie A=| 1 —2 ale 
—5 1 3 
Schimbind in A liniile 1 si 3 între ele, se obţine: 
—5. 4 8 
Ael 14 -2 4 
2 —3 0 
si conform teoremei 2: A’ = — A, So poate verifica imediat: A = 49, A’ = — 49. 
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Corolar 


Dacă un determinant A are două linii (sau două coloane) ogale, 


atunci A = Q. 


Demonstrație : 


' Fie A’ determinantul care se obține schimbind in A între ele cele două linii 
(respectiv coloane) egale prin ipotezä. 

Tinind seama de definiția egalității a.douá linii (respectiv coloane), avem 
A=A. 

Dar, aplicind teorema 2, rezultă A'-- — A. Deci A’ -+ A=2A=0; 
prin urmare A = 0 si corolarul este demonstrat. 


Ezemplu 


Tie A=|1 —3 


LS 
LI 


Deoarece liniile 1 si 3 sint egale, rezultă conform corolarului A == 0, ceea ce se poata 
verilica imediat prin calcul. 
| Teorema. care urmează pune în evidenţă legătura dintre complemenjii álge- 
brici Tu ai elementelor gu ale unui determinant A şi minorii Az, ai respecti- 
velor elemente. Se obţine astfel precizarea a ceea ce am numit anterior „dezvol- 
tarea unui determinant dupá o linie (sau o coloană)“. Această precizare conduce 
la un procedeu de calcul al unui determinant de ordinul n, considerabil mai simplu 
decit procedeul .care constă in aplicarea directă a definiției determinantilor. - 

Fie A = | aq; | un determinant de ordinul n oarecare (n > 2). 


Toren“ 3. 


Pentru orice pereche (%, D de numere naturale, 1 <A, l « n, are 
loc egalitatea: ; AES 


| Tw = (> D A | 


Adică: complementul algebric T$ € A, ai unui element oarecare 
aa al lui A sînt egali în valoare absolută şi anume: de acelaşi semn dacă suma 
k + leste pară şi de semne contrare dacă suma k + 1. este impard. 

Demonstrajie 

Pentru simplificarea scrierii, vom considera un determinant A = |a; | 
de ordinul 4. 
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Prin definiţie: 


A = Y (sign 9) au, Gai, Gat, Ou, (1) 


9&(/4 


Pe de ältä parte, dezvoltind A dupá linia k, obținem: 


A = ama + analno + aralas + analra (2) 
Presupunind, de exemplu, & = 3, (2) devine: 
A = dais, + sos + al + ala (2°) 


Să notăm cu 2 indicele i, care figurează în membrul drept din (1). După 
cum se ştie (v. pet. 1), dacă în suma produselor de forma 


(sign 9) au, Dot, Cai, Cai, 


se scoate ay, in factor, atunci suma produselor care au acest element drept coefi- l 
cient este, prin definiție, Ty din dezvoltarea (2') a lui A după linia 3; adică: 


Ta = >, (sign 9)ai;, de 2i, Cai, i (3) 
se AN 


unde, pentru: fiecare triplet (5, la, la), o este permutarea desemnatá prin 


1 2 3 4 

y i l d 

'  Observind însă că Æl, Æl, 2, +1, rezultă că produsele de forma 
Gy, Ge, Cai, Sint tocmai produsele care intervin, cu semnele corespunzătoare, 
ca e ai determinantului As, minorul elementului ay. 


Pentru a scrie determinantul Az, conform definiţiei determinanfilor, reno- 
tám factorul ge, din produsele de forma menţionată cu Asi, Atunci: . 


As = 25 (sign Ya, doi, Csi. (4) 
ve Pa 
Vom stabili acum legătura dintre permutarea o desemnată prin 


BE 


"M unde 1'y = à. 
D la l 14 


) şi permutarea d desemnată prin n ` a 
KK 

2 3 4 
1 da Se 

Se observă cá y se obține din ọ prin două schimbări de poziție succesive: 
schimbarea lui Z cu i, gi apoi, in permutarea rezultată, schimbarea lui ¿ cu ij. 

Pentru a pune în evidență esența rafionamentului, vom scrie numărul 

schimbărilor de poziție indicate sub forma 3—1. [Observăm că dacă, de exemplu, 
k = 4, deci | = i,, atunci permutarea y corespunzătoare se obține din permutarea 
9 prin 3(= 4 — 1) peim ban de poziție succesive.] 

Deci: 


Fie y permutarea desemnată prin L 
i 


sign p = (— 1)! sign x. (5) 
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Linia a doua a tabloului permutării x este 7 ijizi,, iar linia a doua a tablou- 
lui permutării y este GGG (= ù). Avem: 

Inv y = Inv y — (l — 1). (6) 

Într-adevăr, prin omiterea lui Z din linia a doua a tabloului lui y dispar 
inversiunilo pe care le determind Z în y cu toate numerele mai mici decit el (deci 
ou 1, 2, ..., 1 — 1); deci dispar exact 2 — 1 inversiuni. Pe do altă parlé — excep- 
tind aceste inversiuni — inversiunile lui y şi y coincid două cito două. 

Din (6) rezultă: 

sign x = (—1) sign d, (7) 

Din (5) şi (7) deducem: 

sign ọ = (—1)?-? sign dc (—1)* sign y. 
Tinind seama de (3) şi (4), rezultă: 
Ta = $5 (sign Pasi, Az, du, =), (- Us (sign Vas, dej, di, = 
sep, ses 
= (—1p" s^ (sign di Y, € loj, dai = (— pr Ag. 
ve(D3 
Am demonstrat deci pentru orice 1, 1 « 1 « 4, egalitatea: 
Tau = (—1y* Ay. 

Să observăm acum că dacă in loc de linia 3 se consideră liniá Æ oarecare, 
1«k«4, şi se scriu permutările Y și. x corespunzătoare, raționamentul 
anterior îşi păstrează valabilitatea; anuma; se demonstrează: sign ọ = 
= en % sign x = (—1) sign y etc. Rezultă: 

"RP Tj, = (VA. 
În sfirgit, observám cá esen(a rationamentului esto aceeaşi dacă în loc da 
un detorminant de ordinul 4 se consideră un determinant de ordinul n oarecare. 


Corolar 


Pontru orice m € N, 1« m «n, au loc egalitäfile: 


| A = A Mt asi Ama + CH ansa + — + MR gen Aen 


| A=(- NE im + (—1)"*? "dam am +... + (—1) Ram Anm | 


Demonstraţie 
Soriind dezvoltarea lui A după linia m: SÉ 
A= Gan + aml ma + «<< Omnl'mn 
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și înlocuind, conform teoremei 3, Dat, Där zc Daaf funofie de minorii cores- 
puuzători: 


Tm = (TRA mp D ma = (—1 MA a; e.s) Iu "T (Ar A uns 


rezultü prima egalitate din enuntul corolarului. 
Plecind de la dezvoltarea lui A după coloana m, se obţine in același mod 
a doua egalitate din onunf. 


Ob serv a fie. In dezvoltarea unui determinant dupä o anumită linie 
sau coloană, semnele produselor a; Au alternoază, 


Exemple 


Fie A = | aij || un determinant de ordin n oarecare. 
1?) Dezvoltarea lui A după linia 4. 
Avem m = 1, deci m+ 1 = 2. Obţinem: 


A= gu Ân — ag + asa — str freie 


E 


2°) Dezvoltarea lui A dupä linia 4. 
Avem m = 4, deci m+ 1 = 5. Obtinem: 


A = — Gg Ân da — 055755 + + (7-1)! Run Aus, 


3) Dezvoltarea lui A dupä coloana 6. 
Avem m = 6, deci m+- 1 — 7. Obfinem: 


A =.— = O15 Ass + io Ass - = 035435 * m + (1) 0 Aq 


' pin corolarul anterior rezultă următorul procedeu de calcul al unui deter- 
minant de ordin n: 

se dezvoltă A după o linie sau coloană convenabil aleasă; în acest mod deier, 
minantul A se scrie ca o anumită sumă de n determinanji de ordinul n — 1 (tocmai 
minorii elementelor din linia sau coloana aleasă); se aplică apoi în continuare 
acelaşi procedeu fiecăruia din aceşti n delerminanfi — pină se SES la determi- . 
nanji de ordinul 2, al căror. calcul este imediat. 


Ezemplu Vi 2 
Fie: , 7 
11 o 4 1 
9 beid — 
à= 3 2 1 2 
0 1 5 1|" 
—1. 0 2 3 


Dezvoltind după coloana-2 (ceea ce este avantajos deoarece 4,» = Gu = 0), obținem: ` 


2 5 4 4 4 4 
âz2| 0 5 4-a] 3 -—1 =f 
EA le bre 


Calculind primul determinant de ordinul 3 din membrul drept al egalităţii anterioare 
după coloana 1 (deoarece aa, = U), obţinem: 


4 "4 
earl ee] sa 
= — = == 
la 9 g | 2 3 5 4 


0 4 4] 
| | p =? | 382] | 3 E 
Ide —l= -4 + =1-83+43=- — 20 
» 5 $ 2 3 -ı 3| |I-ı 2 
Deci: 


A=2 +14 —1 *(—22) = 50. 
(Doterminanfii de ordinul 3 ar fi putut fi calculafi şi aplicind regula lui Sarrus.) 


Teoremele care urmeazä au drept scop — in ultimä instanță — de a face 
cit mai eficient procedeul oferit de corolarul teoremei 3 pentru calculul. unui 
determinant, 


Teorema 4- 


Prin inmulfirea unei linii (sau coloane) a unui determinant cu un 
număr, se obţine un determinant egal cu produsul dintre determi- 
nantul inițial şi acel număr. 


Enunt presourtat: Prin înmulțirea unei linii (sau coloane ) cu un număr, 
determinantul sé înmulțește cu acel nuinár. 


E 


Fie. A = |a,| un determinant de ordinul n oarecare şi fie A’ determinantul 
care se obţine inmultind elementele liniei & a lui A cu numărul 4. 
Dezvoltind A’ după linia X, rezultă: 


A = Aakil ui + Ana Tio Feet Qin An = 
= Mapa Tha + aro Das + ee + Gunn) = AA. 


O demonstraţie, de asemenea foarte simplă, se poate obţine aplicind direct definiţia 
determinantului (v. exerc, 14 b de Ja slirșitul acestui capitol.) 


` In mod absolut analog se procedează în serul “cînd. se. înmulțește o 
coloană cu un număr. ` 


Dacă toate elementele liniei 7: ale unui determinant sînt inmuljite cu un acelaşi număr 
A, atunci convonim să spunem,-aplicind teorema 4: A se poale de în faotor de pe linia k. 
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Ezemplu 


Fie: 
2 6 A 
A=| 1 0 —3 |. 
5 25 10 


Dind în factor pe 2 de pe linia 1 si pe 5 de pe linia 3, rezultă, cobtorm teoremei 4 


1 3 2 
A=2*5|41 0 —3 |- 
4 5 2, 


Corolar J 


Dacă două linii (sau cóloano) alè unui determinant sint propor- 
fionale, atunci A = 0. 


Dana, 


cu A factorul de proporfionalitate al acestor linii (respectiv coloane), rezultă: 
Dacă à = 0, atunci cel puţin o linie (respectiv coloană) a lui A are toate 
elementele egale cu zero; deci, conform propoziției de la pagina 46, avem A = 0. 
Dacă A=£0, atunci, aplicind teoreima 4, obținem: A = AA’, unde A’ este 
un determinant âvthd două linii (respectiv două coloane) egale; deci, conform 
'eorolarului teoremei 2, rezultă A’ = 0; deci A =0. 


Exemplu 
Fie 
2 1 3 
—2 7 & 
A= . . 
M MU EC 
2. 2 


Deoarece liniile 1 şi 3: sint proporţionale (a, = — 2a;j, j = 1, 2, 3), rezultă, aplictad 
corolarul anterior, A.— 0, ceea ce se poate verifica calculind A prin unul din procedeele 
expuse anterior. 


Fie A=.ja,,| un , determinant de ordinul n oarecare şi kc NV, 1. k « n; 


Teorema 5 


Dacă fiecare element al liniei (sau coloanei) k a lui A este sumă 
de doi termeni: a, = du + Gas ===> Can = Gin + Cin (respectiv: a = 
tih F Gig, cs ră = Ga + amp), atunci A se poate serie ca sumă a doi 


determinan(i, A = A’ + A”, astfel încît: în linia (respectiv coloana) & 
a lui A” figurează elementele a;,, ..., aj, (respectiv aj, ..., ir)» 
iar în linia (respectiv coloana) k.a lui A” figurează elementele 
Aia» + Gn (Eospoctiv aj, ..., a7,); celelalte linii, respectiv coloane, 
alo fiecăruia dintro determinanfii A’, A" sînt egale cu liniile (ros- 
pectiv coloanele) corespunzătoare alo determinantului A. 


Demonstraţie 
Dezvoltind A după linia k, obţinem: 


A = (ayı + ANTI + (a2 T aja) Ta + + (ahn + Cin) Lin = 
= (Ga Tha + lne + + + plan) + (Ga ha + gel ke + -e 


031032 »-- Qin 011032 ee Cin 


ram + Gan kal. = 041045 sen Ohn + akire s.. Ohn |° 


sceso 000.0. erro non oo 


nino ++ (nn Crilns «+ Ann 


- În mod absolut analog se procedează pentru coloane. 
Teórema-5 se generalizează fără dificultate pentru cazul in cáré fiécare 


element al unei linii (sau coloane) este sumă dé p termeni. 


Exempla 
2 4 8 
` Pie À = i —1 5 
A a+2 2a-3 EE 
' unde a este un număr real oarecară, 
Conform teoremei 5 avem: 
DK 1 3 2 1 3 
aert me sll = ¿le 
a 2a 1 2 —3 —a | 


Egalitatea anterioară se verifică imediat: calculind direct, se obţine A = 34 — 8a; iar 
determinanfii din membrul drept sint egali, respectiv, —3 —6a și 3a + 37, 
Corolar 
Dacă la o linie (sau coloană) a unui determinant se adună o altă 
linie (respectiv o altă coloană) înmulțită cu un număr, se obţine 
un determinant egal cu determinantul inițial, 
Demonstrajie 
Fie A = |a! un determi&ant de ordinul n oarecare gi k,l E Ñ, 1<k, 
«n, k+l. 
45 


Să presupunem că la linia E adunäm linia Z înmulțită cu numărul 2. Apli- 
cind teoremele 5 si 4, obţinem: 


Gun Q1o ... Cin Cui Ay +... Am 
' ; 

ji 4 Alara + Mtz s. Gan F Min | | ae deo — Gin | 
MALEN oo ”orso.o.a . i 
; "d 

an Ga ze Gin Oi Op » Cin 

„-........n.n SS 000p00.00.u0n.u00UVE OS Y | Terran ae * 

ani lu ~. : (nn Ani Anz ~e Gen 


Ci Qj s Cin 
TA HII |= A 
du Ge =" Qin 
ani no ee Ann 
În mod absolut, analog se procedează pentru coloane. 

Corolarul se generalizează fără dificultate pentru cazul in care la o linie 
(sau la o coloană) a unui determinant se adună suma produselor altor o linii 
(respectiv g coloane) cu numere (2 < q <n — 1). 

În loc de suma produselor unor linii (coloane) cu numere se mai spune. combinație 
liniară a respectivelor linii (coloane). - 

Sintem în măsură. acum să indicám procedura care trebuie urmată pentru: 
a calcula într-un mod expeditiv un determinant dat: 

1°) Utilizând corolarul teoremei 5, se încearcă să se obțină pe o anumită linie 
(sau coloană) cît mai multe elemente egale cu zero; 

2°) aplicind corolarul teoremei 3, se scrie dezvoltarea delerminantului- după 
elementele liniei (sau coloanei) obtinute după transformările efectuate la pet. 1°). 

Pentru prescurtare, convenim ca în cazul A = — 1, in loc de: „la linia 
(coloana) k adunám linia (coloana) l înmulțită cu —1“ (kA l), să EES SC? 
linia (coloana) le scădem linia (coloana) ./". 


Exemple 
4°) Fie: 
1 —2 4 
A=|—4 2 5j- 


Pentru a obține pe linia 1 două elemente egale cu zero procedäm astfel: 
la coloana 2 adunám coloana 1 înmulțită cu 2, iar din coloana 3 scădem 
coloana 1: obţinem: 

0 0 -6 i 

-6 Y9|= Se =. 6 a AN = — A. 
T 5 Md f 

3 —1 
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"än Fie:^ 


@ D c? 
unde a, b, c sint numere reale oarecare. 


Acest determinant se numeşte determinant Vandermonde de ordinul 3. 
Pentru caloulul A scădem din coloanele 2 și 3 coloana 1: 


1 0 0 
a b-—a c-—a 
a? la gg 


alo <a c—a] 
[Ba ee 


Dind in factor de pe coloana 1 pe b — a si de pe coloana 2 pe c — a, 
obtinem: 


abe. 1 


bra c-+a = (b — a) (e — a) (e + a — b — a) = 
= (b — a) (c — a) (c — b). 
Schimbind semnele diferențelor b—a şi c— b, rezultă: 
i = (a — b) (b — c) (c — a). 


` Deci: determinantul A este produsul RENTE care se obtin luind numerele a, b,c 
cite două prin- permutări circulare.. 


-De exemplu: 
4 "SA 4 l V 
"2 y 33 | — (22 —y) (y — 32) (33 — 22). 
An y 9| ` l i 
3°) Fie: 
1 | 4 2 
0 3 5 —2 
- A=la a 0 2| 
1 4 — . 9 
Adunind la linia 3 linia 4 înmulțită cu —2 şi scăzind din linia 4 linia 1, obţinem: 
2 
a ox E dm 
A sl: d ziel —2 —2|23(—2)|0 1 Tie 
0 0 —3 —2; 3 2 i 1-2 4 
0 3 — 1| g v 
(Am dat in factor de pe coloana 1 pe 3 gi de pe linia 2 2 pe —2). 
Seäzind din coloana 2 coloana 3, rezultă: 
UI. 4o eet 14 
A=-6|0 0 4 Les —6(-1)% 1 = —60. 
la 3 al 


(Am dezvoltat.dupá linia 2 aplicind corolarul teoremei 3.) 
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Exerciţii 


1) Sá se determine numerele Inv y si sign e pentru fiecare din permu- 
tările următoare: 


aj A b) 123 4 A 
Regel al £ 54 3 2)' 
123456 12.3456 7 
à | ; ol. ); 

4 153 2 6 547201 3 
p[i 234567 8 
85274163 

2) Să se scrie ca sumă de trei matrice fiecare din .următoarele matrice 

REH : 

ks: a | £ -2 0 3] 

i | i| —2 4 —3 Li, 

al- ok e [1 X H 

| 5 31 S | 

|-7 o 2 al 


3) Să se determine matricea X din fiecare din egalitätile urmátoare: 


or EER KEIER 
EG 
Pal . 13 0 0 1 

b) slo 4|-2X-|41 -—2|]-—4| 1 0|- 
15 1 5 4 -2 3 


` 4) Să se calculeze produsele de matrice: 


ji on go ap, ¡3 d 
| 


2 11! 
JE ilio oj "le Al 


um = ia 
BEE |; TUE al 


5) Pentru fiecare din urmütoarele perechi de matrice (A, D) să se calculeze 
matricea AB — BA. Cind este cazul, să se cerceteze în ce éóondijii avem AB = 


= BA. l 
1 1 2 
SE meque due o |: 
l | cosa —sine! 
b) i lo —1 | la cos «||! 
1 c 1 


H 


6) Să se calculeze produsele de matrice: 


Va a 11 1 —1 | ja 5 e| li a a 
BEN 2103 -1 il; Mis è |t bi; 
1 2 3||L 0 1j Hid ice 
| - d | 002) „lo oa d ol 
c : = 5 ia ; N; 

S 9 oi jo — of gi 
| , 
JEN dosi 
Zh S al A REA TE 
—3 2 íl 


7) Să sê arate că, oticáre ar [i a, de, — «s; Bi, Ba BER (cel puţin un g, 
$i cel puţin un p; nenuli), matricele ' 


la, & 0 jo o o 
A=jf a «0|; B=¡0 O 0 
% Ge 0! Hd Pa Ra 


| 1-403 6 1 —3 l 02 0 
A=|| 245|; B= 2 2 3j; C= | —41 3 —1|l. 
113 —i 4 —2 5 0 —7 


Să se verifics egalitäfile: 
ABC) =(AB)C; AB+C)= AB+ 46; (A+ B) C = AC + BC. 


9) Fie A o matrice pätratä de ordin n oarecare. Se defineşte pri récurentá 
puterea AYpE N) a matricei A in mpdul următor: Át = A. 
-ÅP = Ae Alpe Ñ, p>2). 
Să se demonstreze prin inducţie completă că, oricare dr fi PE N, p> 
are loc egalitatea AP - A = AP. 


10) Să se calculeze matricele: 


Ja aal | —4 2 —2 |? IP 1j 
a3 10 gd 4 —3 4|; db ai? 
[o 1 a 4 —& 5| lt ai 

—A || E —sin « |? | 3 —2 411° 
d) |: e) | sin a cosa || 3 Df 2 —1 1 
—2 2 0 
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11) Fie matricele: 


t 0 001 | 0 0 oj |-1 0 0 o! 
0 i 00, 2 10d ool „I 0 1 0 0: 
0 0 —1 0j ^ | 00 —10j ^ | 0 01 07 

lo o o 1l | 00 oal | 0 004, 


(i) Să se.arate oà au loc egalităţile: 
4%=B*=C*=U,; AB=BA=C. 
(ii) Utilizind egalitätile (i), să se arate că: 
ABC = UA, BC-—CB-—A, CA = AC = B. 

12) Apliolnd definiţia determinantilor ($ 3, pot. 2) să se stabilească: 

a) seninelo produselor 24909,0534; 51.0,305544317,, Care intervin in calculul 
unui determinant de ordinul 4. : ei 

b) semnele produselor 243390a604105465 Și ,515123504,05505, Care intervin 
în calculul unui determinant de ordinul 6. 

c) semnele produselor elementelor diagonalei principale, respectiv secun- 
dare, în cazul unui determinant de ordin nr oarecare. 


13) Fie A = |a;| un determinant de ordin 4 oarecare. Tinind seama de 
delinitia determinantilor, să se stabilească numărul termenilor lui A care contin: 

a) elementul a»; b) produsul 2,405; c) produsul Q14035%41- 

Să se arate de fiecare datä termenii corespunzători. 

Generalizare la cazul unui determinant de ordin n. oarecare. 


14) Fie A un determinant de ordin n oarecare. Aplicind definiția determi- 
näntilor, să se demonstreze propoziţiile: A 

a) Dacă toate elementele unei linii a lui A sint nule, atunoi A= 0 (v.-şi 
$ &, pag. 41). - 

b) Dacă se înmulţesc toate elementele unei linii a lui A cu un acelaşi 
număr A, atunci se obţine un determinant egal cu AA (v. şi $ 4, teorema 4). 

"oi Dacă toate elementele lui A situate deasupra diagonalei principale sint 
nule, atunci A este egal cu produsul elementelor diagonalei principale (v. mai 
departe exercitiul 21). l 


15) Sä se demonstreze, aplicind definiţia determinanjilor, că oricare ar fi 
aj € R are loc egalitatea: 
Ca ûn Ga Ur fis 
Qoi Qoz Qag -Qog Gas 
an Ges 0 0 0 |=0. 
da Gs 0 0 H 
la & 0 0 0 


16) Aplicind regula lui Sarrus, să se calculeze următorii determinanti: i 


| 1-23 a b b| a b bj a b | 
i-a a bw a ali sira : 
| 72 a a € “| b al. es 


17) Aplicind corolarul teoremei 3 ($4), să se calculeze următorii detem 
minanti: 


1 —2 —2| 2a —3 2b toa —lj| 
aj|3 5 75 b)3a 7 3b c) |—e 4 es 
3-4 9| 5a 11 5b boe 4] 
1002 14832 
0103 2143 
oral 93244[ 
iac 05 [4:3 2 1 " 
18) Aplicind in mod convenabil proprietăţile determinantilor, să se calculeze 


următorii determinanfi: 


5 22 6] ina] Ma t| 
-aj| 15 —6 18 : b) 42 3.09 iAraı | 
2 412 Îi 2 6| it. à 1] 
&—b s(y—2 8) .| 2b av a+b) 
d)|b —c y(z— 2) Bis e)jac--5^5 WU. a-bi; 
ca sz—y) —3| a+b. e +b 2 | 
sin 2x sin («+ 5) .sin(e+y)|. 
f|smí(z4-8) sin28 - sin ern 
sin (x -+ y) sin(9--y) sin2y 
| Die e a? a e ké 
8| 5° .(c+a)? b? 3 b| a*—be T - ¿ab | 
d. e € . (a+bd®|.,, ler+bpe a+rbz+tc aber 
E EE EE Ze a | |. 
el. Age  . 3& I 
; Ze în, 26. cab 


| sin 0 cos o ọ cos 6 cos o —e sin 8 singoli: 
J), sin D sine p_cos-0 sin 9 —p sin 0..cos Su 
| cos 9 — e sin 0 | 


sinta costa «sin a cos «| 
. Ji sin? cos% ^ sin 8 cos j; 


1 1 ea. 
k)| cosa cosß cosy. 
; sindy cos*r. sin y cos.y 


„| cos2x% cos23 cos x 


1 Le, cM ctg a 1 5 etga n 
m)|cos« sing nie |; n)lete 2x 1- tge + ctg? 7 
costa  sin?x sin? 2x clg3a: 1 2tga- li — tiga) otg3x 
4444| f3 123] d 1 1 4] 

141 1! "A — 2 w b cd: 
Pi i a ap via cot th eee a? 
11.4 ei l4 -i 2 5| | 


ai lí c di 
$1 
de ` 


1.4 41 4 loa 1 1 1 
a b c d 1 1+0b 1 1 
9 | dà op o dy; 1) 1 1 i+c E a 
a bi ca di 4 |d 1 i-+d 
a 1 0 d 1 4 1 1 
—i1 b 1 0j, 5 1 1 cos cos 
u) 0 —1 c 1 | M 1 cose 1 cos Y 
0 0 —1 d 1 cos cosy 1 
3 6 4 — 2 |1 1 t£ x 1 
654 4'0 lite 13d 4 1 
wll 15 3 2 15 zii 1 1-51 1 
296 —3 3 1 1 11+c 1 
7 3 4 1 0 ı 1 1 1 t+d 
. 19) Fie matricele: l 
| 010 o} | 0 0410! 
aci 00 ol, paf 0 00 1|. 
^1 000 A - 00 0 
| ooa o] | 0 — 0 o| 
00 0 1 | 
00-10 
e=| o1 00 
—1 0 0 al 
Fie inatricelé X de forma: 
X=a4+BB+ yC + 8U, le, B, v, SER). 
Să se demonstreze echivalenta: (dt X = 0) & (X = 0). 
20) Să se rezolve ecuaţiile: 
Fa 2 3 4 z ab e 
2 3-1 4. 1 P àz00| a 
dis 4 is 2 [90 Di, o sz o|7 9 
4 1 2 3—z le 00 z 
E a a el 1 dose 0 0 
o)! EC =0; d) cos z 1 cosx  cosp - 
la a za: 0 cos x 1 cos y 
| aaa T 0 cosâ  oos5Yy 4 


21) Să se demonstreze prin inducţie completă (aplicind corolarul teoremei 


3) că dacă toate elementele unui determinant do ordin oarecare situate de aceeași 
parte a diagonalei principale sint nule, atunci determinantul este egal cu produsul 
elementelor diagonalei principale (v. mai sus exercițiul 14 c). 
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22) Utilizind rezultatul anterior, să se calculeze determinan|ii de ordin n 
(n numärul natural arbitrar): 


l—1 a a ~ d > 1 1 1 - I i 
a —1 a d 1 i-+a 1 um 1 
a a —l .. a: |: bit 1 1-44 .. 1 
a a a EM —1 ^ ! 1 1 i o. 1 + E 
(generalizate a exerciţiului 182) 


.. .. 


23) Sä se demonstreze prin inductie completä cä determinantul Vander- 
monde de ordinul n (număr natural arbitrar): 


1 1 veo 1 
dj de ss "ahi 
E 


2 2 
Q1 a5 e... Ay 


"n-1 ¿ant “ani 
a 2 02 ... An 


esto egál cu produsul tuturór diferenţelor a, — aj 1 < j x iZ n. 


Cepitolul H 


Sisteme de ecuatii liniare 


$ 5. Regula lui Cramer 


În capitolul introductiv (pct. 2) a fost formulată regula lui Cramer pentru 
sistemele (compatibile determinate) de două ecuaţii liniare cu două necunoscute. 
În prezentul paragraf, această regulă va fi extinsă la sistemele de z ecuaţii 
liniare cu » necunoscute, n >> 3 (v. şi introducerea la $ 3). 

1, Pentru a pregăti teorema care formează obiectul paragrafului de faţă, 
vom demonstra mai intii o lemá.. 

Se stie ($ 4, pot. 1) că dacă A = | ay | este un determinant de ordin n, 
atunci, pentru orice kE N, 1<k<n, avem: 

pi Tri + ge Dee + oee + arn Tan = A 
“(dezvoltarea lui A după linia D 


gi, pentru orice leN, 1<! < n, avem: 
du Da F ga Dor Lë Da = A 
(dezvoltarea lui A după coloana 1). 


Ne punem problema determinării rezultatului care se obţine efoctuind sama 
produselor dintre elementele unei linii (coloane) si complementii algebrici ai 
elementelor corespunzătoare ale altei linii (respeotiv coloane) (corespondenţa 
între elementele liniei i si elementele liniei Æ z^ i fiind definită în modul următor: 
lui a; îi corespunde yj, lui aj, îi corespunde go, «e lul gr îi corespunde Cn). 

Răspunsul este dat de următoarea 


Lemă 
Pentra orice pereche: (t, EI de numere naturale, 1 « t, k « n, ¿55 k, avem: 
SCH eene Ci Daa + a va The + -. «E lin Tin = 05 
și pentru « orice pereche (j, 1) de numere naturale, 1<j1<n j fl, avem: 
eu Tu + gu Ty + e t aj Lat = 0. 


Adică: suma produselor dintre elementele unei linii (coloane) şi. complemengii 


algebrici ai elementelor corespunzătoare ale altei linii (respectiv coloane) este 
nulă. 
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Demonstratie 


Să notăm cu A determinantul ‚care se obţine din A înlocuind -linia k cu 
tinia i, în sensul următor: ap, se înlocuieşte ou Gu, a4» se înlocuieşte cu Gren Can 
se înlocuieşte cu a. Celelalte linii ale lui A rămîn neschimbate in A’. 

Notind cu G;1, djs, «»», Gen elementele liniei k a determinantului A’, avem 
deci: 


ai = S Gii» us = — = 45, ...y in = = Lin: 


Notind e cu I';,.complementulalgebric, tn A al lui gun. avem; Dj, = Dall = 
'=1, 2, ses, n) — coeá ce este evident dâcă se tine "seama fde definiţia comple- 
menţilor algebrici şi de faptul că A’ se obţine din A modificind doar linia E 
Dezvoltind A' după linia k, obţinem: 
A' = aj Du + Que Da +, + An Tin = gou Thu + 
s is Tha +. -F Gin Day c 
Dar, deoarece determinantul A’ are liniile è gi k egale, rezultă cen 0 
(8 4, corol. teoroma 2). Conchidem: ` ` 
Gu Du + tio Tao F oe at lin ires =0. 
Bela a doua din enunţul lemei:se demonstrează iu mod perféct analog. 
. Fie acum sistemul de n ecuaţii liniare cu n necunoscute: 
^ 0112 + ata F + ants = = bn 
Costa F aaa +. + dona = ba 


Cat 37 Ones F e F nnn = bn 


(3) 


`  Determinantul: : 

ii Gi «e Orn, 

Go Gas «o: Gan 

ni Anz e.. nnd : 
ge numeşte determinantul sistemului S.gi se one mai. simplu, cu | AS. 

Convenim să notăm cu Ags;„.determinantul care se obţine înlocuind în 

Ag coloana coeficienţilor necunoscutei z, o coloana formată. din termenii 
liberi ai ecuaţiilor corespunzătoare, adică înlocuind elementele ay, dat: seep nk 
ale lui Ag; cu, respectiv, By, Da, er, bas ` 


"Ezemplu 
Fie sistemul: 


22% — Ei = 9z,- 1, 
(d) SC CE Ban e — 3, 
atte... "3 


(Modul în care am scris ultimele două ecuaţii ale sistemului, din care lipsesc, respectiv 
£j Şi za, ușurează scrlerea delerminantului acestui sistem.) : 


Avem: 
2 —1 8 
AS = 1 05 
—2 20 
1-13 2 18 
Bi =|-=3 0 55:3; 1 —3 5]; 
l 2 20 —2 20 
2 —1 1 
AS; e3 = 1 0 —3j. 
-2 2 2 


Cind nici o pae este posibilă, determinantul As și determinanfii 
„= 1, 2, ..., n) vor fi notafi, respectiv, cu Aşi A. 

SC continuare vom adopta această ultimă notație. 

Vom demonstra acum următoarea 


g pum Wé 


Demonstraţie | Dd 
Pentru a degaja esenţa demonstraţiei care urmează, să reluăm sistemul de două ecuaţii 
liniare cu două necunoscute (v. capitolul introductiv). 
(d gu + Opt = A, e 
ana + 02% = De 


obține o ecuaţie care conţine “necunoscuta Zi Sime; cu notafiile adoptate anterior in 
acest paragraf, se obţine ecuaţia: 
na" -A= Âz 


Apoi, inmulfind ecuaţia 1 cu —a4, ecuaţia 2 cu du si adunind membru cu riembru, 
sè obține ecuația caro confine necunoscuta xy: 


Za * A = Ar. 
Dacă AJ4-0 atunci, după cum se ştie, Las este solufia unică a sistemului 
considerat. : i 
Se observă că, deoarece în A avem: 45; = Iu -—äu = Tai — ga = Dua du = ae 
rezultă ch, pentru a obţine ecuaţia: - H 


* Ac. Xn (= 1, a" 
am SUME ecuaţia 1 cu I, Pers 2 cu Ta gi am adunat apoi membru cu membra, 
da seien, că, în cazul genoral al sistemului S de n ecuaţii liniare cu n necunoscute, 
ulțim ecuația 1 cu Tu ecuaţia 2 cu Tu ..., ecuaţia n cu Tn: (unde J-este unul 


A6 


'oarecare din- numerele 1, 2,-..,:2) şi-apoi adunäm-memkru- cu: membru cele n ecuatil rezul- 
tate, se obține ecuaţia: 
ao: À = Ay 


Pentru simplificarea scrierii, vom considera cazul n = 4, adică vom consi- 
dera sistemul: 
gut + Quote + Gata + Cata = bu 
(3124 + geste + 535 + 02474 = Do, 
(3171 + dgio + 15313 + d3424 = bs, 


8412 + Ayla + G4374 + 04424 = ba 


(d) 


Fie Z unul oarecare din numerele 1, 2, 3, 4. 
Inmultind ecuația 1 cu Du, ecuaţia 2 cu Ta, ecuaţia 3 cu Tag, ecuaţia 4 cu, 
Ta și adunind membru: cu membru cele patru ecuaţii rezultate, obţinem: 


ay T uz + gue uta + gual uts + aus lut, + 
+ as Tai, + gel ate + gel as + aal ata + 
+ aal aTi + AT yz + 29 Ty da + ga uta + (1) 
+ data + agat + AP ys + auum, = 
= bT u + bala + by + DT a 
Se observă că în primul membru se pot da factori necunoscutele 2, Ta, Za 
z, cu următorii coeficienţi: 
coef. lui 2; = cu lu + ala + als + Cala; 
coef. lui Za = Gyalu + ges a + AP + ala; 
coef. lui ze = ds + des + gaal a + gel a 
coef. lui z, = aul y + ag Ty + aula + Goal y. 
Apliotnd lema de la pet. 1, rezultă că pentru oricare j=F | avem: 
Zi Lut ge Ta + as; Pg + aa Tu = 0. 


Pentru j = l suma corespunzătoare este tocmai dezvoltarea lui A după 
linia l: 


du Tu Ee + au Ty + ay Ty = A=F0. 


Deci, dind in factor in primul membru al egalităţii (1) pe Ti, To, Za Ta, 
singura necunoscutá al cărei coeficient este nenul este z; iar acest coeficient 
este determinantul A al sistemului 4. 

Observind, în acelaşi timp, că membrul al doilea al egalităţii (1) este toomai 


dezvoltarea după coloana la determinantului Ast rezultă că egalitatea (1) se 
scrie: 


¿y A= Agr 


Dind lui 2 suecesiy valorile 1, 2, 3, 4 obtinem-sistemul:? 


TÁ == Asp 
Be Kk = Aso 
e) JA m As 
ZA = A. 


Evident, orice soluţie (či, &, En, E) a sistomului $ este soluţie a siste- 
mului 8’, dooarece, aplicind egalitätilor: 
ata + diobe + arata + isa = ba i= 1, 2, 8, 4 
transformările pe care Je: -am aplicat anterior sistemului $ se obține £A = Az, 
l=1,2,3, 4. 
Însă, deoarece A Æ 0 prin ipoteză, rezultă că sistemul ò’ are soluția unică 


Deci sistemul $ nu poate avea decit cel mult această soluție. 


Să arătăm că, efectiv, (SiS) este soluţie: a sistemului d; 


adică să demonstrăm următoarele egalitäfi: 
: As Ara - A 
[azi i + aa 2 + as ER + au DR = b, 


"pe EE 
(2) 
Sei + asi DR + ase E + au DA = by 
ES + ap N 


Să demonstrăm prima: dintre egalitäfile anterioare. 
Inmulfind cu A în ambii membri, această egalitate devine: 
GaAs, + 01285, + 0154, + 0144;, = 5,4. 
‚Dezvoltind A,, după coloana 1, Ay, după coloana 2, A,, dupä coloana 3 
d E dupá coloana 4,,obtinem: Sa 
EX + bola + dsl + 544) + 21001 P + Del + balaa + bul. Se + 
+ aia(b1 Da + balog + Baan + bsDas) a1, (01,4 -- balog + bsTaa + bala) = 5,4. 
-Dind factori în primul membru pe b, da, da, Da se observă că b, are drept 
coeficient dezvoltarea lui A după linia 1, în timp ce coeficienţii lui ba, bs gi b, 


sint toţi nuli, conform lemei de la pet. 1. Conchidem că primul membru se 
reduce la produsul 5,A, și egalitatea este verificată. 


În mod analog se demonstreazä şi. celelalte trei egalitäfi de la (2). 
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Rezultă că ES As, DA I x] este soluție a sistemului 5. 


În sfirşit, din prima parte a demonstraţiei rezultă o&-aceastä soluţie este 
unică. 

Se constată fără dificultate că esenţa rationamentului utilizat pentru cazul 
particular n = 4 este aceeași dacă se consideră un sistem oarecare de z ecuaţii 
liniare ou n necunoscute (cu determinant nenul). 


Exemple 
4°) Fie sistemul. 
; Ze y+ s=. 1, 
ii 2 0 +&=- 2, 
— 2-242y— z2-—1. 
Obtinem imediat: 
2 — | 
A=| 1 0 3 i=- 8+0; 
w i] 
1A 1| | 2 Ll 4 
Az = 2 0. 3|=-1;4,= 1 2 3|=1; 
—1 2 —i 4 —4.-4 
2 —1 4 
A, = 4 0 2)=—5 
—1 2 —1 | 
Deci soluţia sistemului este: E — sul 
$ $ 8 
2°) Fie.sistemul " 
et yos 
(4) 3. a2 4- by t. =h, 
Y ax + by + es = 18. 


(ab, bc, ca. 
Se observă imediat că determinantii A, Az, Au, A, sint detarziitgnfi 
Me „Se. obține: 
A —(a—b)(b—oc(e—2)2z50; 
As = (k — by(b — e) (e — ki); 
. A, = (a HIE — e) (c — a); 
A, (a — 5) — Mk — a). 
Solutia sistemului este: 
(k—b)(e— k) (e— 2 —c) (b — Kk =) 
damea) * (a—b p<) D lee), 
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3°) Fie sistémul: 


STEE 
£—94-227—u-2, 


(3) 23 +y— z+u=3 
z+y+3z—u=2 
Se obtine: 
4 1 1 1 
o 1.4 2 Ai 
A=|a 74 a | = 4*6 
4. 4 8 —1 
6 1 4 4 16 4 4 
Ades 2 —Í 12 2 A : 
2 1 3 —1 123. 3 — 
1 16 1 1 1 1 6 
4 —1 2 —t 4 —1 2 2 
&-—'9 13 14778 Alp 4 43 =% 
4 42 — 14 1 32 


Soluţia sigtemului este (1, — 1,2,4,). 


Observaţii 


1°) În cazul n = 1 sistemul $ conţine o singură ecuaţie cu o singură necu- 
noscutá. Scriind această ecuaţie sub forma 


az = b 
obținem: A — a, A, = b. Dacă A z 0, atunci ecuaţia considerată are.solutia 
unică z = Co =7. Regăsim astfel un rezultat binecunoscut, 


În cazul n = 2 regăsim regula lui Cramer formulată în capitolul- introductiv 
[v. condiția ß) din introducerea la $ 3]. 
2°) În cazul unui sistem omogen de n ecuaţii liniare cu n Dre 


adică în cazul b, = b; = ... = b, = 0, se observă direct că n-uplul (0, 0,..., 0) 
este soluţie a intel > 

Dacă A=£0, ia conform teoremei anterioare, soluţia (0, 0, ..., 0) 
este unică. 

Evident, în cazul A=#0 aceeaşi soluţie se ohtine gi caloulind a. 
k= 1, 2, ..., n. . 


' Într-adevăr: E = 0, k = 1, 2, ..., n, deoarece, dat fiind cá fiecare.deter- 


minant A,, are toate elementole unei coloane egals cu zero (anume: d, = 
= b, = ses == ba = 0), rezultá Ay, — 0, k=1, 2, an n. 
(Asupra sistemelor liniare omogene în general, vom reveni pe larg in-$ 7.) 
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$ 6. Sisteme de n ecuaţii liniare cu m necunoseute 


În cele ce urmează vom rezolvă problema fundamentală pe care am formu- 
Jat-o în capitolul introductiv al manualului; anume vom arăta cum se stabi- 
: leste dacă un sistem oarecare de eouafii liniare este compatibil sau incompa- 
tibil si cum se delerminá, în cazul în care sistemul este compatibil, soluţiile 
acestuia. 

1. Vom defini mai intti unele noţiuni pregătitoare. 

a) Fie o matrice A = ||a|| cu n linii gi m coloane (bes 2, 3 E 
j 251,2, .., m). 

Fie p un număr natural satisfácind condiţiile p <n şi p Lm. 

Notind cu min (n, m) cel mai mic dintre numerele n, m, observăm cá are 
loc echivalenta: [p <n şi p «; m] & [p< min (n, m)]. 

În matricea considerată alegem p linii gi p coloane. Elementele situate 
la intersecţia acestor p linii și p coloane, luate în ordinea în care figureazá in 
matricea A, formează o matrice pătrată de ordinul p, care su numeşte sübmatrice 
de ordin p a matricei A. 

Determinantul unei submatrici de ordin p a matricei A se numește minor 
de ordin p al lui A. 

Tinind seama de echivaleriţa seinnalată ânterior, rezultă că ordinul maxim 
al submatricilor (respectiv minorilor) lui A este min (n, m). 


Ezemplu 
Fie matricea: 
1 5 02 
A=|2 -1 —3 4 ||. 
0 8 24 


Ordinul maxim al submaíricilor (respectiv mindtilor) Jui A este 3. Se observă că există 
patru submatrice (respectiv minori) de ordin 3 ai lui A. 

Fie p = 2. Să alegem dbuă linii şi două coloane ale matricei A, de exemplu liniile 
1, 3 şi coloanele 2, 4. Submatricea B corespunzătoare este formată din elementele situate la 
intersecţia liniilor: 4, 8 eü coloanele 2, 4, elementele fiind luate în ordinea în càre figurează în 
matricea A: 


2 —1 —3 E ; 
% [8 A 
0—0 —2—® 
«deci: 
. s 2l 
B—|s d 


Minorul corespunzător al lui A este det B = 14. 
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"Se observă că toti | minorii de orice ordin p ( pes = s Sp a min (n, ns sint ies 
dacă si numai dacă A=0,m- = 
Să demonstrăm acum urmätoarea propoziţie: 


Dacă AZ Onm, atunci există un număr natural r unie determinat, 
re min (n, m), astfel incit cel puţin un minor de ordin r al lui A este nenul, 
iar toţi minorii. lui A de ordin > r sînt nuli. 

Într-adevăr: dacă există cel puţin un minor de ordin min (n, m) nenul, 
atunci r = min (n, m); dacă toti minorii de. ordin min (n, m) sint nuli, dar cel 
putin un minor de ordin min (n, m) — 1.este nenul, atunci r = min (n, m) — 1; 
continuind in acest mod, numărul r este determinat după cel mult 
min (n, m) paşi. 

Deoarece A + Onm, rezultă că valoarea cea mai mică posibilă a lui r este Se 

Numărul natural r a cărui existență si unicitate sint asigurate de propo- 
zifia anterioară se numește rangul matricei A gi se notează rg (A). Pe scurt: 
rangul matricei A este ordinul mazim al minorilor nennli ai lui A. 

Dacă A = Onm convenim:.rg(A) = 0 


Exemple 
1%) Fie matricea; . td 
l. WE 3 
—7 2 —21 
«Se se det A = 0 (de exemplu scojind — — 7 factor-de pe linia 3). 
.1 3 
"Bxistä gt minori de ordin 2 ai lui A nenuli; de exemplu ' is |- 


Deci: re(4) = 2 
, 27) Fie matricea: 


42-4 4 
7959 1-1 ll. 
52 :9 


Se constată că toţi cei patru minori de ordinul 3'ai lui A sînt nuli, 
' Deoarece există minori de ordin. 2 ai lui A nenuli, rezultä: rg(4) = 
9*) Fie matricea: 


| 4 1 —2-0| 

za — 1 0i 

ED 2 4 -2 0|] 
| 4 2-0 


Evident: det A = 0. Se arată-că toti minorii de ordinele 3 și 2 sînt de asemenea nuli. 
Deoarece, A + 05,5, rezultă: Tg(4) = 1. 


ß) Fie A= la; | un determinant de ordin z oarecare. 
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Se numeşte determinant obținut prin bordarea determinentuluz, | a; | un de-- 
terminant de ordin z + 1 de forma: 


Gi Aa we Gm Pi 
U Gor m + Gan Ba 

Gni Anè ce. Ann Pa 

Or Qa o. n Bari 


unde a, se, Ga Bis sen Bau Sint 2n + 1 numere reale oarecare. 
Pentru a pune in evidenţă determinantul iniţial A = | ay | in determi- 
nantul astfel obținut, se obișnuiește ca acesta din urmă să fie scos-in-modul ur- 


mător: : 
Asi Gia oe Gyn | Bi 
dat Gan ee Gon | Pa 
an ng e Can | Ba 
e a m Ban 
sau, uneori, mai simplu: 
Bi 
A Bı 
| I. je 
| B 
o o 0098 Baan |: 
Exemplu 
11 
Determinantul obfinut prin bordarea determinantului E ; 8 | cu och me}, 
Be —5, p= —2, Ba = 2 este: K 
E | -5] 
7 3 —2 |. 
Ec 


y) Fie un sistem de 7 ecuaţii liniare: cum EE n $i zz fiind numere 
naturale arbitrare: 

Cata use I dm = ds 

Gy, — doa 


00100... ene 


de e 
RN 


+ Uem = > 


(9) 


[ 
veses so TTD 


dy; + Aneta Ton + Ami = Up. 
Matricea | a,;| (= = 1, 2, en j=1,2, a., Mm) se numeste matricea siste- 
mului Zei se notează A S, sau (eind nici o confuzie nu este posibilă) mai sim- 
plu A. 
Rangul matricei A se numește rangul sistemului ó și se notează rg(4). 


După cum am remarcat si anterior [v. «Jl, avem: ` 


rg(4)-& n si. igs) <m * 


adică: rangul unui sistem de ecuații liniare nu depășește hici numärkl ecitapülor 
şi nici numărul necunoscutelor sistemulni. 


Pie rgd) =r, r1. 


- Din dofinifia rangului unei matrice rezultă că existi col puţin un minor 
de ordin r al lui A nenul, iar, dacă r < min (n, ni) toți minorii lui A de ordin 
2r sint nuli. 

Se poate deci alege un minor de ordin r al lui A cu proprietatea de a fi 
nenul (pot exista mai multi astfel de minori): 

Mineral de ordin r avind proprietatea menționată, o dată ales, este rnenti- 
nut fix în decursul studierii sistemului $. Acest minor se numeşte determihantul 
principal al sistemului d şi se notează Aprino, g, sau (cînd nici o confuzie nu e 
posibilă) mai simplu Aprine.- 
^ — Se va arăta ulterior cá alegórea determinantului principal (în eventualitatea că există 


mai mulţi minori de ordin r nenuli) nu influenţează studiul sistemului (într-un sens care va 
fi precizat; v. observaţia după cololarul 2 al teoremei lui Rouch6). 


Se observă că putem presupune - 


„Apene. = 


deoarece indeplinirea condiției 


Api Ing . Gp 


este realizabilä întotdeauna cînd rg(A) = r prin schimbarea convenabilă a ordi- 
nii ecuaţiilor şi necunoscutelor sistemului d. ' 

Necunoscutéle 2, o, .., Zu 8i căror coeficienţi figurează în Aprınas 
se numesc necunoscute principale ale sistemului S, iar celelalte necunoscută, 
Za Zone «= Lin, SÈ numeso ‚necunoscuie. secundară ale sistemului d. 

Ecuațiile 1, 2, ..., r, ai. căror coeficienţi aj; k, L= 1, 2, ..., r figurează! 
în Aprine, 8e numesc ecuaţiile principale ale- sistemului S, iar ecuaţiile rl 
r -]- 2, ..., n, se numesc etitajiile secundäre ale sistemului S. 

Un determinant de forma: 


gun di o. Girl A 
Got Geg «e Apr ba 
KLL : ¡r+i<ign 
Gr gw we Grp] br 
| aht Cha Ma Une b, 


D 


obţinut bordind determinantul Aprine, prin adăugarea unei linii ale öärei prime 
r elemente sint coeficienţii gu, ang, ..., Guy ai necunoscutelor principale in acea 
ecuaţie secundară care are în sistem numărul de ordine h, gi a unei coloane for- 
mate cu termenii liberi corespunzători din ecuaţiile principale şi respectiva 
ecuaţie secundară, se numește determinant caracteristic al sistemului 3. 
Notăm: 
gu Gig... Ge D 
ga Ge =: Gel by 
eo eeeeg ERR se : = Aem, n sr + l<ıh<n. 
gi Ar «= am| br 
Aha Ana > Ahr b, 
Rezultă cá numărul determinanfilor caracteristici ai sistemului S este 
egal cu numärul ecuafiilor secundare ale acestui sistem, deci cu (n — r). 
Observaţie. În notația unui determinant caracteristic se utilizează 
ca indice tocmai numărul de ordine în sistemul d al ecuaţiei secundare cores- 


punzătoare. 


Exemple 
4°) Fie sistemul de patru ecuafii liniare cu douá necunoscute: 
227 —3y= 1, 
zo y= —1, 
—22 + 4y = —6. 


Deci: 
l ; 2 —3 
5 7 
A= . 
1 —1 
—2 4 
Se observă că rg (d) = 2. 
E "NM 2 — 
Alegem determinantul principal: Aprine. = | 5 3 ; necunoscute principale: z, y; necu- 
noscute secundare: nu există; ecuaţii principale: ecuaţiile 1 și 2; ecuaţii secundare: ecuaţiile 
8 si 4. 
Sistemul are doi determinanfi caracteristici: 
2 —3 | 1 2 —3 1 
Acar, = | 5 7 2 |; Acar, Ass 5 d 2 |. 
1 —4 -1 —2 h4 6 


2°) Fie sistemul de trei ecuații liniare cu patru necunoscute: 
z+ 2y — 24 u=—2, 
(8) 2z-c y+ z— u= 3, 
—5z + 2y — 734- Tu = 1. 


65 


5 — Elemente de aigebră superioară anul III liceu real 


Deci: 


—5 2 —? 7 


Se obţine: rg (3) = 2, 


: DNE 4 —1 ; qc. e n 
Alegem determinantul principal: Aprinc. -| 5 : ‚|; necunoscule principale: 
T, 2; necunoscute secundaro: y, e, ecuaţii principale: ecuaţiile 1: a? 3; ecuaţii secundare: 
ecuaţia 2. 


Sistemul are un singur determinant caracteristic: 


1 —1| —2 
Acar,a = =5 —7 1 |e 
3 


2 1 


d 


2. Trecem acum la cercetarea unui sistem oarecare de ecuaţii liniare, pen- 
tru a rezolva problema fundamentală formulată în capitolul introductiv şi re- 
amintită la începutul acestui paragral. 


Fie sistemul de n ecuaţii liniare cu m necunoscute: 


442; + digo + +0 + GimTm = bu 
(S) do1T, + Appl T — F amim = ba, 


Anti E 
Sá notăm rg ($) =r. 


Dacă r = 0, adică dacă rangul: matricei lla a;j || este zero, atunci [v. pet. 


4, ail: a; =0 pentru fiecare. i = 1, 2, ..., n gi j = 1,2, ..., m. Sistemul d de- 
vine: 


0*2, 0: z, E e + 0" 2m = b, i-1,2,.,n 
Dacă există k (1 < k <n) astfel incit by #0, atunci, evident, sistemul 
este incompatibil. 


Dacă b; = 0 pentru fiecare i = 4, 2, ..., n, sistemul este compatibil ne- 
determinat, avind o infinitate de soluţii (două cite două distincte); anume: 
„orice m-uplu (či, £s, + m) de numere reale este soluție a sistemului. 

Fie r 71. i 


După cum am observat anterior [pet 1, all putem presupune: 


Ou An «. Mr 
Ca dan e» Ger, 
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Fie 5’ sistemul format din ecuaţiile principale ale sistemului $, în care conve.: 
nim să trecem în membrul drept termenii care contin necunoscutele secundare: 
(1:2, + Gata + ... + OT. = b¡— as, r+1T741 — u > GnTmy 
ant + daat: 2 LEUR ... + op Tp = Ime Gë Üo 7418741 — c7 Damm: 


Gouf + arte MER e F arrir = b. — üpnrnatn o rm fm, 


Deoarece A s= Ä prine. +Æ 0, sistemul $^ poate fi rezolvat în raport cu z, 


(4) 


Lay îsi S, Aplicind regula lui Cramer. 

Știm cá rm (adică: rangul lui $ nu depășește numărul necunoscutelor 
lui $). 

În pregătirea discutării sistemului $, distingem cu privire la numărul solu- 
tiilor sistemului ó', ca sistem in necunoscutele Tiy Loy Be Tun on » Tm urmá- 
toarele cazuri: 

(a) |r= = m | (adică: rangul lui $ = numărul necunoscutelor lui $). 


În acest caz sistemul $” are soluție unică. 


Exemplu 
Fie sistemul: 
22 — y= 1, 


($) z+3y= 1, 


—2—2y:— 1 


Matricea sistemului este: 


; 2 — 
A= 1 3 
—4 —2:| 
Tg (8) = 2; Aprine =|; B | = 7; necuncscute principale: x, y; necunoscute 


secundare: nu existä. 
Avem: r=m= 2. 


Sistemul $” este: 
22 — y= 1, 


(5) Í z+ Sy — 11. 


` Acest sistem are soluţia unică (2, 3). 
"Se observă că-z = 2, y = 3 nu verifică ecuaţia secundară (ecuaţia 3) a sistemului 8. 


Deci d este incompatibil. (Problema com 
patibilităţii unui sistem de ecuaţii liniare 
dată ulterior în loalä generalitatea sa.) g SE 


(b) Ir m | (adică: rangul lui $ < numărul necunoscutelor lui 5). 


Să notăm cele m'— r necunoscute secundare ale lui $ in modul următor: 


Zr = Ay Tn, un Trim = Amp 
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Orice soluţie a ldi $”, ca sistem 1n necunoscutele Zu, Lg, ve Tr, T5,j, ve Zm esto 
de forma | 


Er Es Wee d Au Ae e Am-r) 


unde Či. Ča ..., Er se obțin rezolvind cu regula lui Cramer sistemul $” in raport 
CU In, la, un Lp ŞI depind de Ay, Az, ..., Amor: Cind Aj, Az, +») Amor parcurg mul- 
iimea numerelor reale, se obțin o infinitate de soluţii (două cite două distincte) 
ale sistemului d”. l 

Observaţie. Este posibil ca nu toţi zy, Za, .., t, care se obțin re- 
zolvind sisleinul 4^ să depindă de liecare Ay, Az, ..., Am- Eventual, unii dintre 
Zi Xa ea 2, pot să nu depindă de nici unul dintre M, Ay, --:, Amor» 


Exemplu 
Fie sistemul: 
xz + 2y — 23 = 1, 
(5) — z+ 3y4 2= ES 
br+ Bëss ——. 
5 
Matricea sistemului este: 
| 1 2 —2 
WEE 3 2 
| & 4 —8 
rg (d) =2; Aprine = | ne | = 5; necunoscute principale z,-y; necunoscută 
—4 3 , scutä 


secundară: z. 
Avem: r = 2, m = 3; deci r< m. 
Sistemul $” este: 
. zs+2y=1+ 2 
(5”) 
—z+ 3y = 3 — 23. 
Notăm z= X. Aplicînd regula lui Cramer, obţinem: 
40% — 3 
=; =. 
5, 5 
: "€ . e ; ; x (1027 —3 4 
Mulțimea soluţiilor lui $”, ca sistem in z, y, 2, este mulţimea tripletelor| —-— » r3 , d , 
unde à parcurge mulțimea numerelor reale. 
: 104 — 3 4 A 
Înlocuind z = SSC ‚_y= rt 3 = A în ecuaţia secundară (ecuaţia 3) a sislemu- 


lui 3, această ecuafie este verificată, oricare ar fi A e R. Deci sistemul d este compa- 


tibil şi anume are o infinitate de soluţii. [Cu privire la problema compatibilitü[ii, v. remarca 
de la sfirșitul exemplului pentru cazul (a).] 


Abordám acum problema compatibilitátii sistemului d. 
Ştim cá r « n (adică: rangul lui $ nu depăşeşte numărul ecuaţiilor lui 3). 
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Distingem urmätoarele oazuri: 
(a) [r = n | (adică: rangul lui $ = numărul ecuaţiilor lui $). 


În acest caz, sistemul d” coincide cu sistemul d; deci sistemul nu conţine 
ecuaţii secundare. Conchidem că ó este compalibil. 


Tinind seama de cazurile (a), (b) examinate anterior, rezultă următoarele 
subcazuri ale cazului (a): 


(@)|r=n=m.|. 
Sistemul $ are soluţie unică. 

(Acesta este cazul care a [ost tratat in $ 5.) 
(a) | r2 n«m.]. 


Sistemul Y are o infinitate de soluţii. Anume, mulţimea soluţiilor lui ó 
este mulţimea m-uplurilor (€, £j, .., En An Aar ee Am-n) unde 5j Ez, <<, En 
se obţin rezolvind sistemul 4 (care coincide cu d’) in raport cu 2, Za ..., Tp Si 
depind de A,, Ay, +, Am: 


Ezemplu 
Fie sistemul: 
27 —y+ 2— 1. 
( | z+ y—22= —3. 
Matricea sistemului este: - 


2 —1 4 
gei | 
1 4 —2 


—1 SÉ 3 

rg (3) = 2; Aprinc =| : | = 3; necunoscute principale: z şi y; necunoscută 
secundară: z. 
Avem: r=n=2;m=3, | : 
Rezolvind 3 în raport cu z, y si notind z — A obţinem: 
` ee pa I 
= —— y) = us 
3 3 z 


A— 
Mulțimea soluţiilor lui $ este mulţimea tripletelor | 3 Y cL d unde A 


„parcurge mulţimea numerelor reale. 


(B) |r < n | (adică: rangul lui $ < numărul ecuaţiilor lui $). 


În acest caz sistemul $ conţine n — r (> 0) ecuaţii secundare gi se pune pro- 
blema dacă ó este compatibil sau incompatibil; adică problema dacă există sau 
nu cel puțin o soluţie a sistemului S” (format din ecuaţiile principale ale lui $) 
care verificä fieoare din cele n — r ecuaţii secundare ale lui $. [Vom demonstra 
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ulterior (v. corolarul 2 al teoremei lui Rouch6) că dacă sistemul ó este compatibil 
atunci price soluţie a lui 5’ este şi soluţie a lui S]. 
Rezolvarea problemei este dată de următoarea 


Teoromă (Rouchó) 


Condiţia necesară si suficientă ca un sistem de ecuaţii liniare (de 
rang strict mai mic decit numărul ecuaţiilor) să fie compatibil este 
ca toţi doterminanfii caracteristici ai sistemului să fie nuli, 


Demonstraţie 


Pentru simplificarea scrierii, vom considera cazul unui sistem de patru 
ecuaţii liniare cu trei necunoscute: 


ATi + aTe + dig = bu 
geuf — Ugo la + du3X3 = by, 
UTi F dga + Gan = Da, 
Gouf + gata F Gaata = by 


(5) 


Fie, de exemplu, rg(d) = 2. (După cum va rezulta din cole ce urmează, 
nici această ipoteză nu restringe in mod esential generalitatea. demonstrației). 
Aşa cum am mai menţionat, pulem presupune: 


Ecuafii principale: ecuaţiile 1 si 2; ecuaţii secundare: ecuaţiile 3 și 4. 
Sistemul 8’ este format din ecuaţiile 1 si 2. 


H 


Construim prin bordarea determinantului principal următorii doi deter- 
minanti, cite unul asociat fiecăreia dintre ecualiile secundare ale lui 4: 


| gu ous gu + 05525 + 1324 — bi 
Ai = | Ma Gesl ati + aata + desta — ba (1) 
! i 
: gn Ugg dai, + dap + daas — ba | 
e " 1 
ET gue | anti + Gies + lata — bi i 
A" = | do (o; Qorti + dono + dota — be; (2) 
CS a 
| 


gu qs Cutit Caso + 0434 — bí 


După cum se observă, primele două elemente din coloana 3 a fiecăruia din 
determinan(ii AT, A” sint membrii stingi ai ecuaţiilor principale ale lui ó, scrise 
sub forma gun + djs, — diata — b; = 0 (i = 1, 2). Linia 3 a determinantu- 
lui A’ este alcătuită în modul următor: primele două elemente ale liniei sint. coeli- 
eientii necunoscutelor principale din prima ecualie secundară (ecuația 3) a lui S, 
iar ultimul element al liniei este membrul sting al acestei ecuaţii, serisă sub forma 
guf + daft, + aar, — ba = 0. În mod analog se alcătuieşte linia 3 a determi- 
nantului A”, plecind de la o a doua ecuaţie secundară (ecuaţia 4) a lui d. 
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Se observă. că în cazul goneral:al unui sistem $ de n ecuaţii liniare cu m 
necunoscule gi de rang r (r < n), numărul determinantilor de tip A’, A" este 
egal cu numărul n — r( > 0), al ecuaţiilor secundare ale lui 2. 


De exemplu dacă rangul sistemului 3 considerat anterior (n:= 4, m = 3) este 3 atunci 
sistemul are o singură ecualio secundară. Presupunind, ca de obicei: 


GN | du |i KD 
. Aprinc — an Aza 053 
| KETI 32 033 


se obţine un singur determinant de tip A’: 
| gu ap Gia! GTi + ost -F aaa — b, 


A 


. 4 
Gu Aa ara] Gab + gaan T Art — Da | 
Ga. ge Goal, ga T data + gaan — ba 
gu gn Ag Gank jata + 04323 — bi | 

Revenim la determinantii A’, A” de la (1) respectiv (2). 

Deoarece ultimele coloane ale acestor determinanfi sint sume de patru ter- 
meni, rezultă ($ 4, teorema 5) că fiecare dintre determinanfii A’, A” este o sumä 
‘de patru determinanfi. De exemplu: ` i 


Gu: a Cu | Ai Gs An | 
A = dg do do | tit] 2 Ges Ges E + 
da Gas a ga Gas aj ^ 
| gu di Ay gu d b 
+ | da Ges gel $a — | doy Ge boje 
Ga Gas 033 | ga Gas ba | 


Se observä cä primii trei determinanfi din membrul drept sint nuli. Intr-ade- 
vär, primii doi au cite douä coloane egale, iar al treilea este un minor de ordinul 3 
al matricii lui $, care este de rang 2 prin ipoteză. 


Ultimul determinant din membrul drept este tocmai determinantul carac- 
teristic, cu semn schimbat, corespunzător ecuației 3 a lui S. Deci, cu notatia de 
la pet. 1, y) din acest paragraf, rezultă: j 


In mod perfect analog, obtinem: 
A” = = Acar, 4 (4) 


Rezultă deci că determinanţii A”, A” nu depind, de fapt, de 2,, Ze Za care 
figurau ín (1) sí (2). 


/ Fie acum (E, E, Es) o soluţie oarecare a sistemului $”, ca sistem in necunos- 
cutele z,, Za, Ta 
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Luind în (1) si (2): z, = Eu Za = Ex, 74 = Es, rezultă atunci: 


` an A 0 
A= ' de da 0 
ga aa 0315; + gasbs + da És — ba 
si l 
| a A 0 
A' = Go (155 0 ! D 
| gu Ag Qué Anl Casio — ba 
Dezvoltind A' şi A” după coloana 3, rezultă: 
A = (431 fi + ugs Eo + aaa — ba) Aprinc (5) 
gi 
A" = (84151 + gue + Casta — b4) Aprine. (6) 
Din (3) si (5), respectiv din (4) gi (6), obtinem: 
Acara = — (23151 + das Es + 155 63 — ba) Aprine (7) 
d 
Aca; = — (a1 Éi + G45 5, + QasEs — ba) Aprine- (8) 


Egalitätile (7) şi (8) pot fi scrise împreună, în forma concentrată: 
Aen = — (ân & + anz E + Anas — D) Áprinc, k = 3, 4. 

În cazul general al unui sistem Y de n ecuaţii liniare cu m necunoscute gi 
de rang r(r < n) se demonstrează, în mod perfect analog, că pentru orice soluţie 
(Ži En) ..., Em) a sistemului $” corespunzător, au loc egalitäfile: 

(*) Äech = — Lë 5i + anake + «.. + Gan Em — b) Apriacy 
r+1<hSmn. 

În continuare, rationám pe acest caz general. 

Să presupunem că sistemul $ este compatibil. Rezultă că există cel puţin o 


soluţie (&,, Ex, ..., îm) a sistemului $” care este soluţie a liecäreia din cele n — r 
ecuaţii secundare ale lui 5; adică: 


anbi + anaba + «e + gan — b, — 0, 
pentru fiecare h =r + 1, ..., n. 
Tinind seama de egalitätile (*), rezultă: 
Acar,n = 0, pentru fiecare h=r-+ 1, ..., n. 


Reciproc, De Acan = O.pentru fiecare k = r + 1, ..., n. Fie (Či, E, ..., Em) 
: o soluţie oarecare a sistemului $. Deoarece Aprino # 0, din egalitäfile (*) rezultă: 
Ghita + ge + e + gunn — bn = 0, 
pentru fiecare h = r + 1, ..., n. Deci sistemul & este compatibil, 
Teorema este demonstratä. 
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Corolarul 1 

Condiţia necesară şi suficiență ca un sisfom de ecuaţii liniare să fie 
incompatibil este ea rangul sistemului să fie strict mai mie deeit 
numărul ecuațiilor sistemului și ca cel puţin un determinant carac- 
toristic al sistemului să fie nenul. 


Demonstraţie 


Notám cu r rangul sistemului gi cu n numărul ecuaţiilor sale. După cum se 
ştie, avem: Fre n. 

Dacă r = n sistemul este compatibil [v. mai sus (a)]. Rezultă cá inegali- 
tatea strictă r < n reprezintă o condiţie necesară pentru ca sistemul să fieincom- 
patibil. Dacă această condiţie este îndeplinită, rezultă din teorema lui Rouché 
că sistemul este incompatibil dacă și numai dacă cel puţin unul din determinanfii 
săi caracteristici este nenul. 


Observaţie. Deoarece compatibilitatea (respectiv incompatibilitatea) 
unui sistem ó do ecuaţii liniare este independentă de alegerea determinantului 
principal 'al lui d, rezultă, tinind seama de teorema lui Bouché, că dacă Lou deter- 
minanlii caracteristici în raport cu o anumită alegere a determinantului principal 
sînt nuli (respectiv: dacă există cel puţin un astfel de determinant caracteristic 
nenul), atunci și toli determinanții caracteristici în raport cu oricare altă alegere 
a determinantului principal sint nuli (respectiv: există cel puţin cite un determi- 
nant caracteristic nenul în raport cu oricare altă alegere a determinantului prin- 
cipal). 

Deci modul în care se face alegerea determinantului principal (în eventuali- 
tatea că există mai multi minori de ordinul respectiv nenuli) nu influențează 
studiul sistemului. 

Fie $ un sistem de n ecuaţii liniare cu m necunoscute si de rang r >, 
fie $’ sistemul format din ecuaţiile principale ale lui d. 


Corolarul 2 


Dacă sistemul $ este compatibil, atunci orice üne a sistemului 5’ 
este soluţie a lui d. 


. Demonstraţie 

Fie (&,, & ..., Em) o soluţie oarecare a lui $'. 

Dacă r = n, atunci sistemul Y coincide cu sistemul $” (v. mai sus cazul ()hi 
deci (&,, Ex, ..., E) este soluţie a lui 3. 

Dacă.r < n, atunci, deoarece d este prin ipoteză compatibil, rezultă aplicind 
teorema lui Rouche: 

Acar,n = 0, pentru fiecare kh =r + 1, ...,n 

Din egalitátile (*) deducem atunci: 
gv: + unobo + o- + ginn" — bn = 0, pentru fiecare A =r + 1,..,n; adică 
m-uplul (Er, NE , Em) care este soluţie a lui 5’, este gi soluţie a GER din 
ecuaţiile secundare ale lui $; deci este soluţie a lui $. Corolarul 2 este demonstrat. 
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Deoarece un sistem d de ecuaţii liniare este lie incompatibil, fie compatibil, 
rezultă că fio nici o soluţie a lui 3’ nu este soluţie a lui S, fie orice soluţie a lui 
ó' este soluție a lui d. 

Fie $ un sistem compatibil oarecare. Din cele de mai sus rezultă: 

(i) Dacă r = m (adică: rangul = numărul necunosculelor) atunci [cazul (a) 
şi corolarul 2] sistemul $ are soluţie unică. Altlel spus: sislemul $ este compatibil 
determinat. (v. definiţia 4 din capitolul introductiv). . ' 

(îi) Dacă r < m (adică: rangul < numărul DE ER atunci: (cazul. 
(b) şi corolarul 2] mulţimea soluţiilor lui $ este mulţimea tuturor m-uplurilor 

(Eu Gm u Erin y An Aen seca Am-rh ST 
unde Ži, ..., 5, se geg ca funcții do Ay, see, Amor distal sistemul d' in raport cu 
dn, vn rt TAL Ate sees An parcurg mulțimea numerelor reale. 

Convenim să intem: pe scurt: 

Soluţia sistemului & este (Či, Boy oe Em An Ae en Am M E A, M € R, oo 
Au ER. d 

Se spune că solntia lui $ depinde de m — r parametri. 

Sistemul este in acest caz compatibil nedeterminat (v. definiţia 5 din capi- 
tolul introductiv). l 

Dacă r — m + 1, deci dacă soluţia lui $ depinde de un parametru, se mai 
spune că $ este (compatibil) simplu nedeterminat. 

In mod analog, dacă m = r + 2, r + 3, ..., r + p, deci dacă soluția ui ó 
depinde de 2, 3, ..., p parametri, se mai spune că d este, respectiv, dublu nedeter- 
minat, triplu nedeterminat, ..., p-uplu nedeterminat (mai scurt p-nedeterminat). 

Observaţie. Fiind dat un sistem oarecare de ecuaţii liniare, se poate 
prezenta unul şi doar unul din următoarele trei cazuri: 

(i) S-nu are niei o soluţie; (ii) $ are o siugură soluţie; (iii) d are o infinitate 
de soluţii. 

Vom concentra acum înte-un tabel recapitulativ rezultatele obţinute în 
paragraful de fafá. 

Fie $ un sistem de n ecuaţii liniare cu m.necunoscute si de rang r. 


(toi termenii liberi nuli A 3 compatibil m-nedeterminat. 
lee] puţin un termen liber nenul > Y incompatibil. 

-r =n =m 3 compatibil determinal., 

r=n< m= d compalibil (m — n)-nedeterminat. 


determinat, 
r>1 f dacă r — m. 
(r< n şi toti det. caract. nuli) > d compatibil | (m — r)-nede- 
f terminat, — — 
dacă r « m. 
(r < n şi cel puţin un det. caract. nenul) => d incompatibil. 


Pontru rezolvarea unui sistem Y de n ecuaţii liniare cu m necunoscute se 
procedeuză in modul următor: 

1) se determină rangul lui $; 

2) se alege Aprine; se precizează in consecinţă. necunoscutele principale şi secun- 
dare precum si ecuaţiile principule si secundare ale sistemului; 

31) dacă rg(9) = n, sistemul este compatibil şi soluția sa se determină rezolvind 
cu regula lui Cramer sistemul $’ (care in acest caz coincide cu $) in ruporl cu 
necunosculele principale ale lui $; 

32) dacă rg(ó) < n, se calculează mai intii cei n — r delerminanti caracteris- 
lici ai sistemului; în cazul în care toti acești determinanti sint nuli, sistemul $ este 
compatibil si soluţia sa se determină rezolvind cu regula lui Cramer sistemul $’ in 
raport cu necunosculele principale ale lui 8. 


Exemple 
1°) Fie sistemul: 


zd y— z+ u=1 
Hr s+ y— 32 - 2u — 2, 
3z + 3y — láz— Yu —1 


Matricea sistemului esto 


l14 —4 1! 
A-|11-3 ol 
3 3 —14 —9| 
£4 Al : 
Se obține: rg($) = 1; Aprine = ^ 1-3 | = 1; necunoscute principale: y, 


2; necunoscute secundare: x, u; ecuaţii principale: ecuaţiile 1 si 2; ecuaţii se- 
cundare: ecuaţia 3. Sistemul are un singur determinant caracicristic. 


Lo 61 4] 
Acang = A -3| 2j 
3 —14 1 


Se obtine: Acura = 0. 
"Deci, conform teoremei lui Bouché, sistomul g este compatibil, 


Deoarece rg(S) = 2 şi m = 4, sistemul este compulibil nedeterminat. Sis- 
temul J” este: 


y-hkz=1-—-ı-u, 
y — 33 = 2 — z — Tu. 


(5) | 
Rezolvind in raport cu y si z, obţinem: 
y = 5 — z — 25u, z=1— 6u, 


75 


Deci, soluţia sistemului d este: (Aj, 5 — A; — 25%, 1 — Ghz, d, Ai E R, 
AER. 
2°) Fie sistemul: 


a+ 2y —3z— 5, 
2r — 5y + 4z = 3, 
Ar — y— 2z= 11. 


(5) 


Matricea sistemului este 


|, 2—3 
4-—i|2 —5 4l- 
l4 —1 —2 
2 


Se ubtine: rg(4) = 2; Aprinc = p = —9; necunoscute principale: z, y; 


necunoscute secundare: 2; ecuaţii principale: ecuaţiile 1 gi 2; ecuaţii secundare: 
ecuația 3. 
Sistemul are un singur determinant caracteristic: 


4215 
Aas =|2 —5' gl: 
4 A 11 


Se obţine: A4,,, = 18 Æ 0. 
Rezultă că sistemul Y este incompatibil. 
3°) Discufia unui sistem de două ecuaţii liniare cu două necunoscute. Fie 
sistemul: 
(5) az + by =c, 
(Gs +by=c. 


Avem: A = 


a b | 
a’ b 


Notám rg($) =r. 

Cazul 1 Dacă det A Æ 0, atunci r = n = m = 2. Sistemul este compatibil 
determinat şi se rezolvă aplieind regula lui Cramer. 

Cazul 2 det A = 0, dar unul dintre Genen necunoscutelor este diferit 
de zero; fie « 3 0. i acest caz: r — 1. 

Ayriuc = = 4; 

necunoscute principale: z; necunoscute secundare: y; ecuaţii principale: 
ecuaţia |; ecuaţii secundare: ecuaţia 2. 

Sistemul are un singur determinant caracteristic: 


l. 
| 


a c 


A = 
Acar,2 
car, a e 
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Subcazul2, Are = 0. Sistemul 3 este compatibil gi soluția sa se deter- 
mină rezolvind ecuaţia principală în raport cu z. Se obţine soluţia: (c — 52, A), 
AER. 

Subcazul 2, Aan Æ 0. Sistemul & este incompatibil. 

Cazul 3 det A = 0 gi toţi coeficienţii necunosculelor sînt nuli. In acest caz: 
r = D şi teorema lui Bouché nu se mai aplică. Se observă însă direct următoarele 
subcazuri: 

Subcazul 3, Cel puţin unul din termenii liberi ai sistemului este diferit 
de zero. Sistemul esto incompatibil. 

Subcazul 3, Ambii termeni liberi ai sistemului sint nuli. Sistemul este 
compatibil nedeterminat. Soluţia sa este: (44, As) A E R, A, € R. 

4°) Să se discuto după parametrul / (l € R) sistemul: 


s—ly+z= 1 


Hr y 2— —1. 
ix + ly —z2= 2 
1 — 
Avem A= 1 —1 41. 
po E aj 


Notäm rg($) = r.. 

Se obţine: det A =1 — F. 

Cazul 1 Dacă l $ —1 şi lÆ 1, atunci r = n = m = 3. Sistemul este compa- 
tibil determinat gi se rezolvá aplicind regula Jui Cramer. 

“Cazul 2 Dacă 1 = —1 sau l= 1, atunci det A = 0. 

1 
1—1 
noscute principale: z, 3; necunoscute secundare: y; ecuații principale: ecuațiile 
1 5i 3; ecuații secundare: ecuația 2. 

 Sistemul are un 'singur determinant caracteristic: 


Subcazul 2, Dacă | = 4, atunci r = 2; Ano = |, = — 2; necu- 


1 1 1 
Acar,2 = — 14| 
4 1 —1 


Se obține Auen = ^ Æ 0; deci sistemul $ este REGER 


Subcazul 2, Dacă l= —1, atunci r — 2; Apne = 


Ji 


necunoscute principale: z, y; necunoscute secundare: z; ecuaţii principale: 
ecuaţiile 1 gi 2; ecuaţii secundare: ecuaţia 3. 
Sistemul are un singur determinant caracteristic: 


1 4 4 
Asa =| 1 —1 | —1 
—4 1 4 
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Evident: Aars = 0; deci sistemul d este compatibil. Deoarece.r = 2 gi 
m = 3, sistemul este (compatibil) nedeterminat. Sistenul JS” este: 


t+y= 1— 2, 
(9) 
£—y-——1-—z. 
Obtinem: z = —z, y — 1. 
Deci soluţia sistemului $ esto: (—2, 1, A), A E R. 


$ 7. Sisteme omogene de ecuaţii liniare . 


Deşi sistemele omogene de ecuaţii liniare reprezintă doar un caz particular 
al cazului tratat in paragraful anterior, totuşi, dată fiind importanţa acestor sis- 
teme, consacrăm studiului lor un paragraf special. 

Fio un sistem omogen de » ecuaţii liniare cu necunoscute: 


Gud; + Zuse + ... + Gimtm = 0, 
(g) | daia + daga +... + Anm = 0, 


Amt + anato E + goën = 0. 


După cum se observă direct (v. gi $ 5, pct. 2, obs. 2), m-uplul (0, 6,.. = 0) 
este soluţie a sistemului. 
Deci: 


(I) Orice sistem omogen de ecuaţii liniare este compatibil. 

, Acest rezultat se obţine si particularizind rezultatele care au fost obţinute 
în paragraful anterior pentru sistemele oarecare de ecuaţii liniare. Într-adevăr, 
notind rg(S) =r, avem: 

— dacă r = 0 atunci, deoarece tofi termenii liberi ai lui sint nuli, sistemul 
este compatibil (m-nedeterminat); 

— dacă r = n atunci d este compatibil, deoarece orice sistem de ecuaţii 
liniare al cărui rang este egal'cu numărul ecuaţiilor este compatibil; 

— dacă 1 <r<n atunci $ este de asemenea compatibil, deoarece toți 
determinantii săi caracteristici (în raport cu o alegere arbitrară a determinantului 
principal) sînt nuli, avind fiecare toate elementele ultimei coloane egale cu zero. 

Soluţia (0, 0, ..., 0) se numeşte soluția banală. 


(II) Condiţia necesară si suficientă ca un sistem omogen de ecuaţii liniare 
să aibă și soluţii distincte de soluția banală este ca rangul sistemului să fie strict 
mai mic decit numărul necunoscutelor sistemului. 

Demonstrația este imediată, utilizind rezultatele obţinute în paragraful 
anterior. 

Într-adevăr, dacă sistemul $ are şi soluţii distincte de soluţia banală, deci 
dacă Y este compatibil nedeterminat, atunci r < m. Reciproc, dacă r < m sis- 
temul compatibil $ are o infinitáte de soluții (două cite două distincte). Propo- 
zilia este demonstrată. 
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Deoarece, după cum ştim, r « m, rezultă că dacă d este un sistem omogen 
oarecare de escusa liniare, se pol prezenta urmätoarele cazuri: 

(i) r = m. În acest vaz (si doar in acesta) soluţia banală esle singura solufio 
alui d. 

(ii) r < m. In acest caz (și doar în acesta) $ are o infinitate de soluții. 

În cazul r < m soluţiile sistemului so obţin utilizind procedeul indicat in 
paragralul anterior pentru cuzul general al sislemelor de ecuaţii liniare. 

Din (11) rezultă imediat: 


(111) Dacă numărul ecuaţiilor unui sistem omogen de ecuaţii liniare este strict 
mai mic decit numărul necunosculelor sale, atunci sistemul are şi soluții distincle 
de soluția banală. l . 

Într-adevăr, deoarece r <n $i, prin ipoteză, n < m, rezultă r < m. Se 
aplică apoi propoziţia II. 

Vom examina acum două cazuri particulare remarcabile de sisteme omo- 
gene de ecuații liniare. | 

a) Sisteme omogene în care EE ecuaţiilor este egal cu numărul necu- 
noscutelor. : 

Vom demonstra urmátoarea propozifie: 


(IV) Condiţia necesară si suficientă ca un sistem omogen de ecuaţii liniare, în 
care numărul ecuaţiilor este egal cu numărul necunoscutelor, să aibă şi soluţii dis- 
tincle de soluția banală este ca determinantul sistemului să fie nul. 

Într-adevăr, De $ un sistem omogen de n ecuații liniare cu 2 necunoscute 
şi de rang r. 

Dacă sistemul Y are și soluţii distincte de soluţia banală, atunci conform 
propoziției II, r < ni. Rezultă cá Lou minorii matricei coeficienţilor lui $ de ordin ` 
>r sint nuli. În particular: Ag = 0. 


După cum se observă ușor această primă parte a, propoziției IV este echi-. 
valentă cu urmälorul rezultat, obținut incă din $ 5 (pet. 2, obs. 2°); dacă Ag 0, 


atunci soluţia banală este unica soluţie a sistemului d. 
Reciproc, dacă A g = O rezultă r < n; deci: aplicind din nou propoziția II, 


rezullá cá sistemul & are si soluţii distincte de soluția banală. 


Exemple 
1°) Fie sistemul: omogen: 
£-— y+2:=0, 
(II Zei y — z—0, 
i —2—2y+ 3=0 
Deoarece: 
| 1 —1 2 ; l 
Ar =] 2 1 —1'2—640, 
-1 -2: 1| 
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rozulló oŭ $ nu are decit soluția banală (0, O, 0). 
2°) Fie sistomul omogen: 


2z + 5y4+10z=0, 
($) 72— 4y —51z—0, 
—3Ix + iiy + 59 = 0. 


Deoareco 


2 5 10 
Ag=| 7 —4 —5l|=0 
—3 1 59 


rezultă cá S are gi soluţii distincte de soluţia banală. 


Se observă: rg(S) = 2; Aprine = f = —43; necunoscute principale: 


z, y: necunoscute secundare: z (nu mai este necesar să punem în evidenţă ecua- 
pile principale gi ecuațiile secundare ale sistemului). 
Sistemul d este: 
un 2r + 5y = —10z, 
3 7x — Ay = -5lz 
Se determină soluția sistemului: (5%, —42, A), Ae R (soluţia banală se 
obține pentru A = 0). 
b) Sisteme omogene de n ecuații ar cu n + i necunoscute si de rang n 
Fic Y un sistem de tipul menţionat: 


012, + aT: Ted Ann + Anz Tne = 0, 
(d) dati + Gaata + ese + Gon Y T G5, n+) TT = 0, 


Geif Ant + ... + Canta + anuntau = 0. 
Tinind seama de ipoteză și aplicind propoziţia II, eat cá Y are gi soluţii 
distincte de soluţia banală. 
Putem presupune: 


.............. 


Necunoscute principale: Zu, zs... Zn; necunoscută secundară: 25,5. 
Sistemul d este: 


01,2, + yola + see + anin = — O 1 Ins 
VI Gaby + atg + «+ Ognin = —lz,n+1Tn+1 


053124 + Gaata + +» + annin = —On,nrt Ent 
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Vom nota cu A = 1, 2,..., n) determinantul care se obține înlocuind în 
Aprinc coloana coeficienţilor necunoscutei principale z, ou coloana coeficienfilor 
necunoscutei secundare în sistemul d (şi anume înlocuind gu CU Ga), Gei cu 
densa, o Any CU Anınsı)- 

Rezolvind sistemul 3’ in raport cu 2, Ley ..., Za CU ajutorul regulii lui Cramer, 
se obține atunci: 

Taro Ta = — -~ ° r, XQ —- "2 
n+l a a A nel? 9 Aprine "lr 
(Zu — parametru), 


PER. 
zd Aprino 


Notind "unt = A, sistemul $ are soluţia: 
Aprinc : . 


(AA, — Aig ..., —AA,, AA prine), AGR. 


Exemplu 

Sá se rezolve sistemul omogen 
7 2: 3y — 53 — 0, 

| z—5y+ 2=0. 

În acest caz: n — 2. 

Se obsorvă: rg(d) = 2. 


'2 3! 
Aprine = : = —13; 
l mee jt a 
necunoscute principale: z, y; necunoscută secundară: z. 
Obtinem: 
—5 3| I2 -—5| 
A, = i23» =! E 
: 4 —5! Ze. 1 


Soluţia sistemului 4 este: (—223, —72, —13N, x € R. 


Exerciţii 


1) Aplicind regula lui Cramer, să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii 
liniare: 


22 + 3y + 4z = 16 2x — z¿=1 
a) ¡j5r—8y+2%= 1; b) 2r+4y— 2=1; 
3jr— y—2z= 5 —1 +8y + 31 =2 
+ ay + aè = æ. 
c) | 2+ by + biz = Aë (Fb bz e, EE 
£4-cy + c2z = câ: 
td y z=a 
d) Is (14- a)y + z=2a Los Or 
z+ y+ +az=0 


e) 


c) 


e) 


c) 


| or + by + (a + bizz =1 
ba: 4- (a + bu + az = l (a 4- b Æ 0); 
leer ay + bz =1 
2r y—5z4- u= 8 
z — 3y — Du = 9, 
2y — 3+ 2u = —5' 
+4y—T+6= 0 
c+ yd :4+u=2 51 + 43 + 2u =3 
| 2y 4-254 ru 2: 3, h) | y—y-c-2:-F u=l, 
—23 + 2y —u-2' 4æ +- y + 23 =1' 
| it y— z = 0 z+y+ zk u=0 


stay + az + au = al 
w+ by +05 + bu — bt 
z+ ey + čz + cu ci 
x+ dy + dz + du — di 


(aFb,b4ccHd da ac bÆ d). 


2) Sá se determine rangul urmátoarclor matrice: 


li 2-1 3] 

ia 5 4 21 

la 4 3 —4j 

"3 2 1-3 —2| 
2.24. e d 33 
4 5 A —6 1; 
ra d 17 

La 1. ker); 
(ib oaj ^ 


3) Să se rezolve sistemele de ecuaţii liniare: 


3z + 2y + 4z=— 4 
An — 5y— 73=-—16; 
lia — 31y — 47; = —68 


&r— 5y+ 2:- —4; 
2x — 2ly — 10: = 20 
x — Ay + 23 = —l 
2x — 3y — z— 5u = —7, 
An — 7y + o Dit em —8’ 


|: 2-1 0| 
04 2 4 
“la Ea. 
6 1 —2 Al 
l3 4 5 7 ai 
ii 3 7-1 9; 
i2 —& —4 18 -9; 
D a 
012 $ D een 
2r—3y +45 = 7 
5s y— 5-15 


1 


o +34 u= 4 
5w + 10y +5: 4+1d0= 1; 
3v + 6y— z+ w=—i 


Jud 4y — Ze 1 
(r—3y4d Be 6 
Ar Lu 8:- 15' 
De — 5y + Mz = —4 


“e 


2z+ y— 2=1 

3x—2y 4 z=2 3z 4+- y — 3z — u=9 
giác — 2y + 2—3; Di s+y+ 2+2=4; 

c+ y+ 3=6 22? +y— z+ u=6 

s+3y—- 3-1 

2z — 2y+ z— u+ v= 1 . 

£d 2—5 ER ; = a y 
Az — 10y +5 5u + 7v 1 32 + 12y — 202 = 0 


22 — 14y + 72 — Tu + 14» =.—1 
z-4-2y-d z+ u=0 ) E 
2s- y+ 2420=0, p ier cmd 
ne $s— AL =0 
c+ y+ z+ u=0 y = 
4)-Fie matricele:coloanä: . 


k) 


di |2 | o 
A = 235; B=|al; C=| 4 
Ed m 


Să se demonstreze cá există trei numere reale A,, Aa, As, nu toate nule, astfel 


incit: l 


5) Fie x mulțimea matricelor X € sta,a de forma: 


ab 
X= c Ol; a,b cdeRga=b+Wc. 
0d 
Sá se demonstreze că matricele A, B, C din ar: 
0 —1 o| 0 1| 
A=|ı ol: —4 0 
0 4 des ER 


au proprietätile: 

(i) dacă MA + AB + AC = Daa atunci 24 = M = M = 0; 

(ii) orice matrice X € sr se poate scrie în mod unic sub forma X = «A + 
+ PB + YC, (a, B, y € A). 

6) Sá se discute (dupá parametrii respectivi) sistemele de ecuafii liniare: 


z+ly+ ti 1 2z— 3y=7 
)¿3r— y—522 —4; b) 3z + 2ly = 4; 
lz — 5y — 22 —5 li — y=3 
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x — 2y EE z+ly+ z=l; 
lz + By — 23 = c+ y+b=! 


MTS 
e) 


rly+ z= 2 lr+ y+ z=1 
1; ) 
2 


S se D 
s+ly— 220; 

32 — 12y — (21 — 92 = 0 
2z +5y+ z:— 2u 20 i 


= lz+ y+2=4 

y 324 y—3+40=0, 8) { z+ my+z=3; 
lz — 6y — 43 + 2u = 0 r+2my+z=4 
2x — ly — 22 =0 g u 
22 —4y+ 2=0 

h)| 2+5y— 32=71; 
2x + ly + ma = 
Urat Dt z+ w=m 

i) 6x + (l+ 4)y + 23+  4u=6 


s+ 2y + (l+ 42 + Gu = 1 
2x + 4y + 63 + (0 + Au = 2 
7) Fie sistemul: — 


—z42y4- 224 
az + 9y —3z-—I 
2x + By + 4z =m 
Să se determine a, B, l, m, astfel incit sistemul d să fie de rang doi gi compa- 
tibil. Sá se determine soluţia lui $ in acest caz. 
8) Fie sistemul: 
Di — 3y + 4z— 5u = —1 
(5)! z+9y+ et u= 3: 
5x—6y + 102 + fu = I 


Sá se determine «, B, l, astfel incit sistemul 4 să fie de rang doi gi compatibil. 
Să se determine soluția lui $ in acest caz. ; 


Indicaţii si răspunsuri 


Capitol Introductiv 


a) Mai intii se scrie sistemul în forma normală şi appi se 


Cramer, se obține soluția a) (4, 5); b) (18, 12); c) (ab, ed); d) ($> 


e) PR d 


Capitolul 1: Determtnanti 

1) a) Iny ọ = 2, signo = 1, b) Inv 9 = 3, signo = — 1. 
sign > = — 1. d) Inv =6, sign ọ = 1. o) Inv ọ = 14, sign > 
— 19, sign 9 — — 1. 


aplică regula lui 
a 


2), 


d 


e) nve=27, 
=: ]. D Iny 5 9 = 


2) Evident, fiecare dintre matricele de la a) gi b) pot D scrise ca sumă de 


trei matrice intr-o infinitate de moduri; de ex.: 


24 4 |, po d SE 1 1 
; 2 
101] äi erg 
5 3 laal cp d Ki 1 3 
| 0 1| | 2 —« | pe 0 | 
Is E 0/40 0 „ae 
9 ; 2 WW 1 
| 5 aj | 0 ol lo T 
| ic 
; _1-5 4-91 ne 9: 
a ii 
«n 
"o 41. E 1—5 or 
AS Pl n aj 2| ou 


"n Eo l sis " i 
Bere a ya Fee, 
we | —2 sin e 0 || 
rezultă că AB = BA dacă şi numai dacă a este de forma /r(kE Z). 
DUE Ls 
Bie 60 WO) 


`; rezuliü că AB = BA dacă şi numai 
;b(e—d) b-a, 


dacă: (a = b = 0) sau (a = b = 08i c = d). 


'6 2-1! Natb+e d PA | 
6) a) 6 1 1 |. b) :a+b+ec b due a: -bt e d 
„8 —1. 4 | il 3 a+b-+c a+b+e| 
002) ' 
sj choro ul, li 
y 002i i—i 0| (48 8 i 


7).8e arată: AB = BA = 06, l 
9) Pentru p = 2 egalitatea este evidentă. Fie AP-?- A = AP-1, Prin defi- 
nitic, avem: 4?7 = A -4"7?, Inmulfind la dreapta ambii membri ai acestei 
egalitäfi cu A şi tinind seama de ipoteza de inducţie şi de asociativilalea opera- 
Hei de inmulfire a matricelor, rezultă: 
APA A = AAP; deci AFI A = AP, 


"7 4 áy 
; , , ! 304  —61 
10) sie al) bU. di sl dk al 
13.3 4 | -li 9 |: Ian — 


SE o , ! cos 2 —sin 2x | 
e) Nolind cu A matricea dată, se obține: A? = 5 i 


¡ Sin 2x cos 2a | 
^ LI H Y 8 
"Tm e k "eos nz sin nai --. 
se demonstrează prin inducție completă: A" =: ©, ori- 
: j, Sin Ae cos nx |i 


care ar fi n € N. 

Nolind cu A matricea dată, sc obţine A? = A; rezultă imediat prin inducţie 
completă: A" = A, oricaro av line Y. | 

11) Din egalitatea AB = C rozullá, inmultind la dreapta cu C:(4B)C = 
= C*; deci. deoareco C? = Up obținem ABC = U, Din egalitatea BA = C 
rezultă, inmullind la stinga cu B : B(BA) = BC; dar, utilizind asociativilatea 
inmultirii gi egalitalca B* = U,, obtinom: B(BA) = (BB)A = BA = UA = 
= A; deci BC = A. Se procedează analog pentru demonstrarea celorlalte 
egalitäli. 

12) a) +, — b) +, + c) Permutarea asocială produsului elementelor 
diagonalei principale este permutarea identică, deci este pară; rezultá cà pro- 
dusul considerat intervino cu semnul +. Permutarea o asociată produsului 
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elementelor diagonalei secundaro este desemnată prin : : i ; 
nu—1in-—2..1 
deci (v. $ 1): Inv o = n rezultä: 


sign 9 = daca e EE în primul caz produsul con- 
—1 dacă n(n — 1), nu e divizibil cu 4; 


siderat intervine cu semnul --, iar in cel de-al doilea caz cu semnul —. 


13) a) lie + un termen al lui A care contine elementul gen, Permutarea 


1 2 4 
asociatä lui 7 este desemnată punte: un tablou de forma f 3 : NE 
t m 


unde X, l, m = 1, 2, 3 şi kl, Lm, mÆ k. Se observă că există 31 astfel 
de tablouri. De exemplu, pentru k= 1, !=2, m= 4 se obține tabloul 
1234 
, 324 
Termenul corespunzător al lui A este deci —a,,055434a,,. În mod analog se obţin 
şi ceilalţi cinci: termeni căutaţi. b) Analog punctului anterior. Se pleacă de la 
123 4 
B 2 k 
413025034041. €) 21405303504). 

În general, fie A un determinant de ordin n oarecare și p un număr natural 
« n. Alegind p linii și p coloane ale lui A, există (n — p)! termeni care contin 
produsul a p elemente, alese cite unul din fiecare din liniile si coloanele 
fixate. Notind produsul considerat cu a,,j4;,...a;,j, unde în < ig < ... < în 
şi (Fl jr Ji), termenii lui A care contin acest produs se obtin.plecind de 


) care desemneazà o permutare o cu Inv 9 — 1, deci cu sign — —1. 


y) k, l=1, 4, kl “Termenii căutaţi sint —dusoo0aia, Și 


la tablou Ke a 7) care se completează apoi, succesiv, cu Loate cele 
ea 2 Jp = i 

(n — p)-upluri de numere naturale cuprinse între 1 si x, două cite două dis- 

tincte, şi fiecare distinct de numerele j,, Ja, ..., jp; se calculează de fiecare dată 

semnul permutării respective. 


14) a) Fie ke IV, 1<k<n. Să presupunem că toate elementele liniei k 
a lui A sint nule. Fie + un termen arbitrar al lui A. Conform definiţiei determi- 
nanlilor, 7 contine ca factor un element (si doar unul) al liniei k, deci 7 = 
Deoarece 7 a lost considerat arbitrar, rezullă A = 0. b) Fie keV, 1<ı<n 
şi AER. Să notăm cu A’ determinantul care se obţine din A inmultind cu A 
fiecare element al liniei k. Avem: 


A' = 25 (sign p)ar, eee Dan or Qnin = 


se Pa 
d = A25 (sign Pay,“ Chip ++ Anin = AA. 
Ber se 
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gou 0 0 H 
Ga Ge 0 — 0 "ET 

0) Ala, ay Gan 0 Prin definiţie, A este suma tuturor 

An. Ono Anz ... Can f 


termenilor de forma (sign p) y Bet, Ani Termenii lui A cu i, #1 sint evident 
nuli. Fie tormenii de forma ua, -Anin deci cu i; Æ 1, ..., în + 1. Dintre aceştia, 
toți termenii cu i; > 2 sînt nuli. Fie termenii de forma 110 2203;, -inip deci cu 
bÆ 1, 2, ..., i, +1, 2. Dintre aceştia, toti termenii cu i, >3 sint nuli. Din 
aproape in aproape rezultă că singurii termeni ai lui A eventuali nenuli, sint 
de forma 4,18; ... à, ,,4 After Deoarece însă in + 1, 2, ..., n — 1, rezultă i, = n; 
deci existá un singur termen de forma mentionatá. Conchidem: A= 011092 — an 

15) Determinantul este suma termenilor de forma 7 = (sign 9) anfi, 
da, li lsi, Se observă cá (i >2 sau i >2 sau i; > 2) = (7 = 0). Pe de altă 
parte însă, condițiile ly la i E (1, 2) gi la E ly Loaf ip ig fa sint contra- 
„dictorii. Deci t= 0 oricare ar fi y. € Dy 

16) a) 110. b) a(a — b)?. c) (a + b) (a — b)}?. d) (a — 1) (a? — b). 

17) a) 104. b) 0. c) a? + 5? + c? + 1. d) Este recomandabilă dezvoltarea 
după col. 3; se obţine 5 (1 — a). e) —160. 

18) a) Determ. = 0, deoarece liniile 1 si 2 sint proporţionale. b) De ex. 
se scade linia 2 din linia 3; se obfine 3. c) De ex. se scade col. 2 din col. 1; 
se obține ab. d) De ex. se adună la liniile 2 si 3 linia 1; se obţine 0. e) De 
ex. se adună linia 2 la linia 1 si se dă apoi factor (a + 5) de pe liniile 1 şi 3; se 
obţine O. f) Se dezvoltă sin (a + 8) etc.; apoi, de ex., se scrie sin 2x = sin « cos « + 
+ sin « cos a; se scrie determinantul ca o sumă de doi determinanfi, de ex. 
după col. 1; in primul se dá sin a in factor de pe col. 1, iar în al doilea 
cos « in factor de pe col. 1; apoi in primul determinant se scade col. 1 înmulțită 
cu sin f din col. 2 și înmulțită cu sin y din col. 3; se dau apoi factori de pe 
col.'2 gi col. 3; analog, în al doilea determinant; se obţine 0. g) De ex. se 
scade col. 2, din fiecare din celelalte coloane; apoi se scade din linia 2 suma 
liniilor 1 şi 3; se dau apoi [actorii de pe coloane gtc.; se obține 2abc (a + b + 
+ c)?. h) De ex. se scade linia 1 înmulțită cu z din linia 3; apoi se adună linia 
4 la linia 3 şi se dà (a + b + c) factor; determinantul obţinut se scrie ca o 
diferență de doi determinanti Vandermonde etc.; se obține 0. i) De ex. se 
adună liniile 2 si 3 la linia 1; apoi se dá (a + b + c) factor etc.; se obține 
(a+b + c). j) De ex. se dá factor p?sin 0 (de pe col. 2 si 3) gi se dezvoltă 
după col. 3; se obţine p? sin 0. k) De ex. se scrie cos 2a = 2 cos? a — 1 etc.; 
se scrie determinantul ca sumă a doi determinanti, unul fiind determinant 
Vandermonde etc.; se obţine 2 (cos « — cos B) (cos ß — cos y) (cos y — cos a). 
1) Presupunind cá nici unul dintre unghiurile a, B, y nu este multiplu impar 


de Ž (in caz contrar, calculul determinantului este impdiaf), inmultim gi împăre 


tim linia 1 cu cos?«, linia 2 cu cos? f, linia 3 cu cos? y, dind factori de pe linii, 


respectiv, pe cos?«, cos? B, cos? y eta.; se obţine sin (a — $) -sin (B — y)-sin (x — y). 
m) De ex. se scade col. 1 din col. 2 şi col. 2 din col. 3; apoi se dezvoltă după 
linia 1, se dau factori de pe coloane elc.; se obține sin « (sin o — cos a) (2 sin « — 
— 1) (2 cos a — 1) (sin 2 a + sin « + cos a). n) De ex. se scade col. 1 din col. 
3; apoi se scade linia 1 din linia 2 şi linia 2 din linia 3; transformind diferen- 
tele în expresii calculabile prin logaritmi, apoi dind factori etc., se obține 
1 
2 cos? als cos? a — 1) j 
factor de pe col. 1, se scade linia 1 din fiecare din celelalte linii etc.; se obține 
189. q) De ex. se adună linia 1 la fiecare din celelalte linii ete.; se obține — 5. 
r) De ex. se scade col. 1 din fiecare din celelalte coloane, se dau factori pe coloane 
etc.; se obține (a + b + c + d) (a — b) (a — c) (a — d) (b — e) (b — d) (c — d). 
s) Analog exerciţiului anterior; se obţine (ab + ac + ad + be + bd + cd) (a — b) 
(a — d) (b — c) (b — d) (c — d). t) De ex. se scade linia 1 din fiecare din celelalte 
linii; se dezvoltă apoi de ex. după col. 2 etc.; se obţine abed + bed + acd + 
+ abd + abc. u) De ex. se dezvoltă după linia 1; se obţine abcd + ab + ad + 
+ cd + 1. v) De ex. se scade linia 1 din fiecare din celelalte linii etc.; se obţine 


p) De ex. se adunä coloanele 2, 3 4 gi col. 1; se dá apoi 7 


— 16 sin? = sin? © sin? A . w) De ex. se dá 3 factor de pe linia 4; apoi se adunä 
linia 4 inmulfitä cu —2 la linia 1 etc.; se obţine —330. z) De ex. se scade 
linia 1 din fiecare din celelalte linii; se dezvoltă după col. 1 eic.; se obţine, 
abdc. "S 

è a d Y | 

a è —Y  P[. Rozultă X=(etpt + 
-p y è —a = 
-y —8 « 9 
+ y? + 32)2. Echivalenta din enunţ este atunci imediată. 

20) a) De ex. se. aduná col. 2, 3, 4 la col. 1; se dá apoi (10 — z) factor 
de pe col. 1 etc.; se obţin rădăcinile; z} = 10, z, = — 2,14 = + 2/2: b) De 
ex. se dezvoltă după linia 2 etc.; se obţin rădăcinile z,,, = Wa T) 
c) De ex. se scade linia 1 din fiecare din celelalte linii; apoi se dá (1 — a) factor 
de pe fiecare din liniile 2, 3, 4 etc.; se obțin rădăcinile: 1,27 = a, z, = —3a. 
d) De ex. se scade linia 1 înmulțită cu cos z din linia 2 etc.; se obţine, 
Y cos? a + cos? fi — 2 cos a cos B cos y Dacá 

sin Y : 


19) Obtinem X = 


presupunind y Æ kn(k e Z): sin z= 


y=2mr(m € Z), atunci (de ex. dezvoltind după linia 1), rezultá: eo. nu are 
soluţie dacă a« + B Æ 2nz(n € Z) şi are ca soluţie orice ze R dacă există 
n EZ cu z + P = Aner sau a — B = 2nyz. Analog se tratează cazul += 
= (2m + 1) * (m € 2). 


21) Să considerăm un determinant avind nule toate elementele situate sub 
diagonala principală. Propoziția este evident adevărată pentru n = 2. Presu- 
punind-o adevărată pentru n — 1 propoziţia rezultă imediat adevărată gi pentru 
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n, dezvoltind determinantul de ordin n de tipul considerat după col. 1. Se 
deduce, de ex. utilizind acest rezultat și teorema 1 din paragraful 4, că propoziţia 
este adevărată şi in cazul unui determinant avind nule toate elementele situate 
deasupra diagonalei principale. 


22) a) Se scade liniu 1 din fiecare din celelalte linii; apoi se adună la col. 1 suma 
celorlalte coloane; rezultă un determinant in care toate elementele siluate de o 
parte a diagonalei principale sint nule; se obține (— 1)" (a +1) [(n — 1)a — 1]. 
b) Se scade linia 1 din fiecare din celelalle linii; se obține a, * a; .. ~an 

23) Propoziția este evident adevărată pentru n = 2; să o presupunem 
adevărată pentru z — 1; in determinantul Vandermonde de ordin n scădem 
din linia n linia n — 1 înmulțită cu a,; din linia (n — 1) scädem linia n — 2 
înmulțită cu a,, ... din linia 2 scädem linia 1 inmulfitä cu a,; dezvoltind deter- 
minantul astfel obţinut după col. 1 şi dind factori pe coloane, se obţine pro- 
dusul dintre (a, — ol (a — a.) ... (an — a.) şi un determinant Vandermonde 
de ordin n — 1; aplicind ipoteza de inducţie, rezultă propoziţia. 


Capitolul II: Sisteme de ecuaţii liniaro 


1) a) (3, 2,1). b) (1,0, 1). c) (abe), — (ab + be + ca), (atb+e) 

ds 1 1 == ah = 

d) (a, 1, —1). e) Les an SCC al f) (3, —4, —1, 1). g) (4, 

2, —3, 4. h) (1, — 1, — 1, 1). i) (— abcd, abc + abd + acd + bed, — (ab + 
+ ac + ad +.bc + bd + cd + cd), (a +b + c 4- d). 

.2)a) r = 2. b) r = 3: c) r = 3, d)r = 2. e) (a 1 ṣi «Æ — 2) > (r =3); 

@=-9)=>(=2; (a=1)=>(r=1) N («+15 si Bz e= 2); 


(«= 15 sau B= 2) > (r—1) 


3) a) rg(S) = 2; de ex. Aprinc =| : ; nec. princ.: z, y; nec. sec.: 


:2; Agar, = 0; sol. (ES, E, d b) rg(4) = 2; de ex. Aynne =. 


2 —3| ; : 
3 |; nec. princ.: z, y; nec. sec.:z; Aars=0; sol: 
i i 


22) — 5 v u 
T d . €) rg(S) = 2; sistem incompatibil. d) rg(S) = 2; de ex. Aprine = 

1 3 e 
-|. |; nec. Ges T, 2; nec. sec. : y. u; Aus = 0; sol. im 104 + 51 + 1 ; 

15 5j 5 

5u — 2 14 ! PRE. 
NET, a. 9 "äi = 2; de ex. Aprine =|; E nec. prinë.: z, 2; 


nec. Sec.: Y, U; Aeara = Acara = 0; sol.: (22 + 24 —3, 4, A — u+ 1, u) 
[) Sist. comp. det.; sol: (2, 1, —1). g) Sist. comp. det.; sol: (1,:2, 3) 
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3 4 
h) rg(S) = 3; de ex. Ap, — 1 1 23; nee, prine: 2, y, u; nec. sec.: 
2 1 j 


| 
| 


d 
: 12 —2 
z; sol.: (1 -H 22, 5 — 33, A —1). i) rglS) = 2; de ex. Aprin =: i " E 
nec. princ.: v, y; nec. sec.: 2, N, t; Aura = &ara = 0; sol, : 252, 
, eg: EIS WË s S 2 i 
IAE, ou, d j) rg(d) =2; de ex. Ap. = : NT nec.. 


princ.: x, y, nec. sec.: 2; sol.: P vg JE k) rg(4) = 3; de ex. Aprine = 


4i 2 1] : 
E 2 2 15 nec. princ.: x, y, 3; nec. sec.: u: sol: (—2, 0, 0, 2). 1) rg(4) = 
| 1 1 2 | 


1-2 —4' | 3 —2 —4 
= 3; de ex. et e 1 0i=-3 A=:-5 t Ol- 
| 3-1 2, i 0-1 2| 
| 1 3 —4! 1-2 —2 3! 
=-4 = —5 De DÉI Ass 4 —5;- 2; 
| 3 0- 2; | 3-1 Di 


sol.: (342, 58), —22), —22). 


4) Rezultă sistemul in nec. Au, Ae 34:24 4- 224 = 0, 22, + 32. + I = 
=0, — Au —2% = 0. Sistemul fiind omogen de tip (3, 3) cu determinantul nul, 
are și soluții distincte de soluţia banală. Se obline sol (depinzind de un para- 
metru): (2%, —A, —2), Aà € R. Conchidem că există o infinitate de triplete 
(4, Ae, 23) de numere reale care satisfac egalitatea din problemă. - 


5) (i) Rezultă sistemul 4 in nec. An, Ae 34:22, = 0, --24 + 34 + An = 
= 0, Au + Ay — A = 0, A i dl + Aa = 0; rg(S) = 3 = num. nec., deci singura 
sol. a lui § este soluția banală. (ii) Fie a, b, c, d patru numere reale date, 
satisfäcind condiţia a = b + e. Se obține sistemul Y în nec. a, 8, 1:28 — a, 
a+ y=b0+B=y=0 2%-B+y=d; Es = 2; de ex. Aprin = 


I 0 2: E e A | a—c4d 
X —4 4 a Acar,3 = Acar,ı = 0; $ are soluţia unică: Esc? SR 2 i. 
12. ¡ml : 17 
6) n) ( +— =i lÆ 2) > (sistemul este comp. det.); ( =—_= 
29 * d 


saul = 2 = (sistemul este incomp.). b) Se arată cá rg($) = 2, oricare ar 


fi LER; A4,,—14. (1-1); (L= +1) > (sistemul este comp. det.); 
(lÆ 4 1) = (sistemul este incomp.). vi (12222) = (sistemul este comp. 


det.); (/ = 2) = (sistemul esto incomp.); (= — 2) = (sistemul este comp. 
nedet., şi sol. depinde de un parametru). d) (¿= 1 si lÆ — 2) = (sistemul 
este comp. det.); (i = — 2) = (sistemul este incomp.); (/ = 1) = (sistemul 
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este comp., nedet., gi sol. depinde de doi parametri). e) ! 0 gi l1 gi LÆ 
#2) > (singura sol. a sistemului este sol. banală); în fiecare din cazurile 
!=0, !=1,1=2 sol. sistemului depinde de un parametru. f) (#2 gi 
l= — 5) > (singura sol. a sistemului este sol. banală); în fiecare din oazu- 
rile / = 2, [= — 5, sol. sistemului depinde de un parametru. g) (141 si 
m 34-0) = (sistemul este comp. det.); (m = 0) = (sistemul este incomp.); 


, 1 
dacă /—1 gi m=£0, luăm Apune = | í P 


Acar, ı = 2m — 1, deci distingem două subcazuri; (m X 1] -» (sistemul este 


; în acest ultim caz avem: 


incomp.); (m = 1] sistemul este comp. nedet, gi sol depinde de un para- 


metru). b) (l + 2m + 2 0) = (sistemul este comp. det.); dacă l+ 2m + 
+ 2320, distingem trei subcazuri: (#1 gi !#—5) = (sistemul este 


incomp.); [ = 1 (deci m = ex -» (sistemul este comp. det. si sol. de- 
pinde de un parametru); [ == 5(deci m = 3]] (sistemul este comp. det. gi 


sol. depinde de un parametru); i) [220 şi LÆ — 13 gi l Æ =a) = 
= (sistemul este comp. det.); (1=0 gi m4) = (sistemul este incomp.); 
(|— 0 şi m = 4) = (sistemul este comp. nedet. gi sol. depinde de un para- 
metru); (l = — 13 şi m —9) = (sistemul este incomp.); (l= — 13 și 
m = — 9) = (sistemul este comp. nedet. si sol. depinde de un parametru). 


Analog se tratează gi cazurile = - EVA, 
7) Se obţine: «= —7, B=-—1, 1—14, m= FL ; luind Aprn =" 
zm = 2 rezultă sol. ra Bonn — 10A, dÉ 
3 —1i 5 
8 : 12 —3 
) Se obţine: a=2, B=-—12,:1=-—2; luind Ape = | S 5 |; 


rezultă sol.: (24 — 22, LC A d. 
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